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本 书 是 在 1979 年 出 版 的 《数学 物理 方程 第 一 版 (高 等 教育 出 版 社 出 版 ) 的 基础 上 ,经 对 
内 容 和 结构 都 作 了 较 大 改动 后 修订 而 成 的 ,可 作为 高 等 学 校 数 学 专业 和 应 用 数学 专业 学 生 
学 习 数 学 物理 方程 基础 课 的 教材 。 

本 书 第 一 版 自 出 版 以 来 已 作为 数学 物理 方程 基础 课 的 教材 被 许多 学 校 使 用 。 多 年 的 教 
学 实践 说 明 , 本 书 第 一 版 的 取材 深度 .主要 内 容 以 及 结构 安排 还 是 比较 合适 的 ,为 了 进一步 
突出 重点 ,便于 读者 学 习 与 掌握 数学 物理 方程 的 基本 内 容 和 精神 实质 ,在 这 次 修订 中 着 重 注 
意 以 下 的 儿 个 方面 : 

1. 更 加 突出 三 类 典型 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 基本 内 容 。 波 动 方程 .热传导 方程 和 调 
和 方程 反映 了 三 类 不 同 的 自然 现象 ,最 具 典 型 意义 ,处 理 方法 上 也 最 具 代 表 性 。 学 好 这 三 类 
典型 方程 ,理解 .掌握 其 基本 性 质 与 求解 方法 是 学 好 本 课程 的 关键 。 这 一 点 在 教材 内 容 的 取 
舍 与 安排 上 都 再 次 得 到 了 强调 ,从 而 使 重点 更 加 突出 。 

2. 在 讲解 基本 理论 与 求解 方法 的 同时 ,注意 突出 处 理 问题 的 思想 方法 。 为 了 使 读者 能 
更 快 地 理解 方法 的 实质 ,在 分 解 教材 内 容 的 难点 ,改进 叙述 方面 也 作 了 努力 。 此 外 ,我 们 还 
增加 了 波动 方程 与 热传导 方程 解 的 衰减 性 、 先 验 估计 方法 介绍 等 内 容 ,以 便 读 者 对 数学 物理 
方程 的 基本 内 容 有 一 个 较 全 面 的 了 解 。 

3. 对 于 广义 解 与 数值 解 这 两 部 分 内 容 的 介绍 将 有 利于 读者 开阔 视野 ,更 深入 地 理解 数 
学 物理 方程 的 基本 内 容 。 对 它们 的 处 理 , 更 注意 与 基本 内 容 的 配合 与 呼应 ,同时 ,也 适当 精 
简 了 篇 幅 , 使 读者 能 以 主要 精力 集中 于 三 类 典型 方程 的 学 习 。 

本 书 共 分 七 章 , 第 一 、 二 、 三 章 分 别 介绍 波动 方程 .热传导 方程 和 调和 方程 的 基本 定 解 问 
题 的 适 定 性 .求解 方法 及 解 的 性 质 。 在 此 基础 上 ,在 第 四 章 中 对 二 阶 线 性 偏 微分 方程 作 了 分 
析 和 总 结 。 第 五 章 主要 介绍 一 阶 双 曲 型 偏 微 分 方程 组 。 第 六 章 介 绍 广义 解 与 广义 函数 解 。 
第 七 章 介 绍 偏 微分 方程 的 数值 方法 。 为 了 便于 掌握 这 些 内 容 , 在 每 一 节 后 都 安排 了 一 定数 
量 的 习题 , 供 读者 进行 练习 。 书 中 小 部 分 内 容 以 小 字 排 印 , 供 有 较 充 裕 时 间 的 读者 选 学 , 跳 
过 这 些 段 落 将 不 影响 以 下 内 容 的 学 习 。 

本 书 中 主要 用 到 数学 分 析 、 线 性 代数 和 常 微分 方程 的 知识 ,有 些 段落 也 用 到 复 变 函数 的 
知识 ,在 第 一 章 人 $6、 第 六 章 及 第 七 章 还 用 到 一 些 泛 函 分 析 的 知识 。 因 此 ,本 课程 以 安排 在 第 
三 学 年 为 宜 。 本 书 前 四 章 为 数学 物理 方程 课程 的 最 基本 内 容 ,可 以 用 约 五 十 学 时 的 教学 时 
间 完 成 。 全 书 的 内 容 ( 不 包括 小 字 与 附录 ) 也 可 以 在 约 七 十 学 时 的 教学 时 间 内 完成 ,在 选用 
本 书 作为 教材 时 可 根据 具体 情况 加 以 取 侈 。 

限于 编者 的 水 平 ,不 要 及 芍 漠 之 处 在 所 难免 , 恩 请 专家 和 广大 读者 提出 宝贵 的 意见 。 
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3 引 言 


数学 物理 方程 主要 指 从 物理 学 及 其 他 各 门 自然 科学 技术 科学 中 所 产生 的 偏 微分 方程 
(有 时 也 包括 积分 方程 .微分 积分 方程 等 ) ,它们 反映 了 有 关 的 未 知 变量 关于 时 间 的 导数 和 关 
于 空间 变量 的 导数 之 间 的 制约 关系 。 连 续 介质 力学 .电磁 学 .量子 力学 等 等 方面 的 基本 方程 
都 属于 数学 物理 方程 的 范围 。 

微 积分 产生 以 后 ,人 们 就 开始 把 力学 中 的 一 些 问 题 ,归结 为 偏 微分 方程 进行 研究 。 导 在 
18 世纪 初 ,人 们 已 经 将 弦 线 振动 的 问题 归结 为 弦 振 动 方 程 ,并 探讨 了 它 的 解法 。 随 后 ,人 们 
又 陆续 了 解 了 流体 的 运动 .弹性 体 的 平衡 和 振动 热传导、 电磁 相互 作用 、 原 子 核 和 电子 的 相 
互 作用 、 化 学 反应 过 程 等 等 自然 现象 的 基本 规律 ,把 它们 写成 偏 微分 方程 的 形式 ,并 且 求 出 
了 典型 问题 的 解答 ,从 而 能 通过 实践 ,验证 这 些 基 本 规律 的 正确 性 ,显示 了 数学 物理 方程 对 
于 认识 自然 界 基本 规律 的 重要 性 。 

有 了 基本 规律 ,人 们 还 要 利用 这 些 基本 规律 来 研究 复杂 的 自然 现象 和 解决 复杂 的 工程 
技术 问题 ,这 就 需要 求 出 数学 物理 方程 中 的 许多 特定 问题 的 解答 。 随 着 电子 计算 机 的 出 现 
及 计算 技术 的 发 展 , 即 使 是 相当 复杂 的 问题 ,也 有 可 能 计算 出 解 的 足够 精确 的 数值 来 ,这 对 
于 预测 自然 现象 的 变化 (如 气象 预报 ) 和 进行 各 种 工程 设计 (如 机 械 强度 的 计算 ) 都 有 着 很 重 
要 的 作用 。 

在 研究 数学 物理 方程 的 同时 ,人 们 对 偏 微分 方程 的 性 质 也 了 解 得 越 来 越 多 、 越 来 越 深 
入 ,形成 了 数学 中 的 一 门 重要 的 分 支 一 一 偏 微分 方程 理论 。 它 既 有 悠久 的 历史 ,又 不 断 地 更 
新 着 它 的 对 象 .内 容 和 方法 。 它 直接 联系 着 众多 自然 现象 和 实际 问题 ,不 断 地 提出 或 产生 需 
要 解决 的 新 课题 和 新 方法 。 它 所 面临 的 数学 问题 多 样 而 复杂 ,不 断 地 促进 着 许多 相关 数学 
分 支 (如 泛 函 分 析 、 复 变 函 数 .微分 几何 .计算 数学 等 ) 的 发 展 ,并 从 它们 之 中 引进 许多 有 力 的 
解决 问题 的 工具 。 因 此 ,数学 物理 方程 又 是 纯粹 数学 的 许多 分 支 和 自然 科学 各 部 门 及 工程 
技术 等 领域 之 间 的 一 个 重要 的 桥梁 。 

本 门 课程 中 将 介绍 数学 物理 方程 中 一 些 最 基本 的 内 容 。 


第 一 草 波动 方程 


本 章 介 绍 最 典型 的 双 曲 型 方程 一 一 波动 方程 , 它 在 研究 波 的 传播 及 弹性 体 振动 时 常会 
遇 到 。 在 $ 1 中 导出 了 一 维 波动 方程 ( 弦 振 动 方程 ) 和 定 解 条 件 ( 初 始 条 件 . 边 界 条 件 ) ,引进 
了 是 解 问题 适 定性 的 概念 。》2 中 利用 达 明 贝尔 解法 ,导出 了 弦 振 动 方程 柯 西 问题 解 的 表 
达 式 ( 达 朗 贝尔 公式 ) ,而 对 于 非 齐 次 方程 则 运用 齐 次 化 原理 得 到 了 解 的 表达 式 。 在 $3 中 
用 分 离 变 量 法 讨论 了 弦 振 动 方程 的 初 边 值 问题 。 在 这 两 节 中 也 利用 解 的 表达 式 对 弦 振 动 方 
程 解 的 一 些 重 要 性 质 及 相应 的 物理 意义 作 了 说 明 。 $4 中 首先 用 球 平均 函数 法 导出 了 三 维 
波动 方程 柯 西 问题 解 的 表达 式 ( 泊 松 公式 ) ,然后 用 降 维 法 导出 了 二 维 波动 方程 相应 的 解 的 
表达 式 。 $5 中 进一步 讨论 由 波动 方程 的 解 所 反映 的 波 的 传播 与 衰减 等 性 质 ,从 中 可 以 看 
到 ,不同 维 数 的 波动 动 方程 的 解 的 性 质 是 有 着 很 大 区 别 的 。$6 中 采用 能 量 积分 的 方法 讨 
论 了 波动 方程 柯 西 问题 及 初 边 值 问 题解 的 唯一 性 及 稳定 性 ,这 个 方法 是 从 能 量 守 人 恒 原 理 出 
发 而 得 到 的 。 
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1. 弦 振 动 方程 的 导出 ” 弱 振 动 方程 是 在 18 世纪 由 达 朗 贝尔 (D’Alembert) 等 人 首先 给 
予 系统 研究 的 。 它 是 一 大 类 偏 微分 方程 的 典型 代表 。 下 面 先 从 物理 问题 出 发 来 导出 弦 振 动 
方程 。 

给 定 一 根 两 端 固定 的 拉 紧 的 均匀 和 柔软 的 弦 ,其 长 为 !, 在 外 力作 用 下 在 平衡 位 置 附近 作 
微小 的 横 振 动 , 求 弦 上 各 点 的 运动 规律 。 

将 实际 问题 归结 为 数学 模型 时 ,必须 作 一 些 理想 化 的 假设 ,以 便 抓 住 问 题 的 最 本 质 的 特 
征 。 在 考察 弦 振 动 问题 时 的 基本 假设 为 : 

1. 弦 是 均匀 的 , 弦 的 截面 直径 与 弦 的 长 度 相 比 可 以 忽略 ,因此 弦 可 以 视 为 一 根 曲线 , 它 
的 ( 线 ) 密 度 o 是 常数 。 

2. 弦 在 某 一 平面 内 作 微 小 横 振 动 , 即 弦 的 位 置 始终 在 一 直线 段 附近 ,而 弦 上 各 点 均 在 
同一 平面 内 垂直 于 该 直线 的 方向 上 作 微 小 振动 。 

3. 弦 是 柔软 的 , 它 在 形变 时 不 抵抗 弯曲 , 弦 上 各 质点 间 的 张力 方向 与 弦 的 切线 方 癌 一 
致 ,而 弦 的 伸 长 形变 与 张力 的 关系 服从 胡 克 (Hooke) 和 定律 。 

我 们 将 在 上 述 假定 下 来 导出 弦 振 动 方程 。 先 讨论 不 受 外 力作 用 时 弦 振 动 的 情形 。 根 据 
牛顿 第 二 定律 知 

作用 在 物体 上 的 力 = 该 物体 的 质量 x 该 物体 的 加 速度 。 
于 是 在 每 一 个 时 间 段 内 
作用 在 物体 上 的 冲 量 = 该 物体 的 动量 的 变化 。 
由 于 台 上 各 点 的 运动 规律 不 同 ,必须 对 弦 的 各 个 片段 分 别 进行 考察 。 为 此 ,如 图 1.1 选择 坐 
标 系 ,将 弦 的 两 端 固定 在 x 轴 的 O, 两 点 上 (OL =!)。 由 基本 假设 ,可 以 用 u(x ,i) 表 示 
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弦 上 各 点 在 时 刻 t 沿 垂直 于 x 方向 的 位 移 。 当 1 固定 时 w(x,t) 即 表示 弦 在 时 刻 1 所 处 的 
位 置 。 


图 1.1 
在 这 弦 上 任 取 一 弦 段 (z,z+Azr), 它 的 弧 长 为 


上 + 人 du 2 
| V1+ (FE) da， (1.1) 
I 区 


由 基本 候 设 2 知 3 很 小 ,于 是 { 3 兰 】 与 1 相 比 可 以 忽略 不 计 , 从 而 


A 
As | dr = Arx. 


这 样 ,可 以 认为 这 段 弦 在 振动 过 程 中 并 未 伸 长 ,因此 由 胡 克 定律 知道 , 弦 上 每 一 点 所 受 张力 
在 运动 过 程 中 保持 不 变 , 即 张力 与 时 间 无 关 。 我 们 把 在 zx 点 处 的 张力 记 为 T(z), 它 表示 在 
x 点 处 弦 的 左边 部 分 对 右边 部 分 的 拉力 与 弦 的 右边 部 分 对 左边 部 分 的 拉力 大 小 均 为 了 (zxz)。 
由 基本 假设 3 知 ,张力 T(z) 的 方向 总 是 沿 着 弦 在 x 点 处 的 切线 方 同 。 

如 图 1.1 所 示 , 在 > 点 处 作用 于 弦 段 (rz,z+Azr) 的 张力 在 zx、x 两 个 方向 上 的 分 力 分 
别 为 

— T(x)cos ai ， T(x)sin Qi 
这 里 a, 是 张力 T(z) 的 方向 与 水 平 线 的 夹 角 , 负 号 表示 力 的 方向 取 与 坐标 轴 相 反 的 方向 。 
在 纺 段 的 另 一 端 ++Ax 点 处 作用 于 弦 段 (x ,x + Ax) 的 张力 在 x 、u 两 个 方向 的 分 力 分 别 
为 
T(x+Arx)cos a，， T(x +Arx)sin a,, 

其 中 a, 是 张力 T(x + Azx) 与 水 平 线 的 夹 角 。 

由 于 弦 只 在 x 轴 的 垂直 方向 作 横 振动 ,所 以 水 平方 向 的 合力 为 零 , 即 


T(x +Ar)cosa — T(x)cosa, = 0. (1.2) 
由 于 假设 弦 仅 在 平衡 位 置 附近 作 微 小 振动 ,所 以 
cos wii = ES (1.3) 
1 十 | 
1 
COSa, 二 | (1.4) 
en | 


于 是 ,(1.2) 式 变 为 
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T(r+Arxr)—- T(r) = 0, (1.5) 
故 了 (rz+Ar)=T(zr)= 了 ,也 就 是 说 ,人 是 一 个 常数 。 又 由 基本 假设 2 知 


du(r,t) 
dr 


: 9 
sina, S27 tana, = ?xz+Ar,t) (1.7) 


9r 
所 以 张力 在 x 轴 的 垂直 方向 的 合力 为 
T sin ay 一 了 Sin “= 了 | 


从 而 在 时 间 段 (1 ,t+ At) 中 该 合力 产生 的 冲 量 为 
上 u(r+Ar,t) 9u(rx,t) 


dr dr 


(1.6) 


sinal 2 tana, = 


TA) ue ] 
ar | dar 4 


la (1.8) 
夯 一 方面 ,在 时 刻 : 弦 段 (rz,z+Azr) 的 动量 为 


T+AX du(x,t) 
| 0 ot 


在 时 刻 1 + Art 该 弦 段 的 动量 为 


十 和 du(r,t + Ar) 
一” gr dr, 


所 以 从 时 刻 上 到 时 刻 上 +A:, 弦 段 (z,z+Az) 的 动量 增加 量 为 
a oD ~ SED ur， (1.9) 
由 于 在 (t,t + Azt) 时 间 段 内 的 冲 量 应 等 于 动量 的 增加 , 故 


| ~ SE a = [| ~- S10 qr, 


or or ot ar 


从 而 
1+Ar ni AL au(xr,t) 9°u(xr,t) 
| . | dr 人 Di 

由 Az,Ar 的 任意 性 可 知 (1.10) 中 的 被 积 函数 必须 为 零 , 从 而 得 到 


au(r,st) ou(r,t) 
De 


| arat = (1.10) 


记 二 为 a?, 就 得 到 不 受 外 力作 用 时 弦 振 动 所 满足 的 方 各 
a°u 2 gz 
a d= (1.11) 
当 存 在 外 力作 用 时 , 若 在 点 x 处 外 力 ( 线 ) 密 度 为 F(x,1), 其 方向 垂直 于 x 轴 , 则 小 弦 
段 (z,z+Az) 上 所 受 外 力 为 


1i+Ax 
| F(z,t)dr, 


它 在 时 间 段 (1 ,t+ Azr) 中 所 产生 的 冲 量 为 
| ek. 


于 是 在 方程 (1.10) 的 左 侧 应 添上 这 一 项 ,得 到 
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仍 由 Ax ,At 的 任意 性 知 
du(x,t) au(r,t) 
Ce es 
或 


这 就 是 外 力作 用 下 弦 振 动 所 满足 的 方程 ,其 中 /(z ,1) = 2" 人 表示 单位 质量 在 点 处 所 


受 的 外 力 。 

最 后 ,我 们 指出 , 弦 振 动 方程 中 只 含有 两 个 自 变量 x 、t ,其 中 t 表示 时 间 ,x 表示 位 置 。 
由 于 它 描述 的 是 弦 的 振动 或 波动 现象 ,因而 它 又 称 为 一 维 波动 方程 。 类 似 地 可 导出 二 维 波 
动 方程 (例如 菏 膜 振动 ) 和 三 维 波动 方程 (例如 电磁 波 ,声波 的 传播 ) ,它们 的 形式 分 别 为 
9 “zx 1/9°u 9°u | 
于 人 0 (1.15) 


9 /9u du 9°u ; 
pe a + f(T yz tt) (1.16) 


2. 定 解 条 件 “上面 所 导出 的 弦 振 动 方程 (1.14) 包 含有 未 知 函 数 u(x,t) 和 它 的 关于 自 
变量 的 偏 导 数 , 所 以 是 偏 微 分 方程 。 对 于 一 个 偏 微分 方程 来 说 ,如 果 有 一 个 函数 u (x,t)， 
具有 方程 中 所 需要 的 各 阶 连续 偏 导数 , 且 将 它 代 入 方程 时 能 使 方程 成 为 恒等式 ,就 称 这 个 归 
数 为 该 方程 的 解 。 列 出 微分 方程 以 后 ,目的 就 是 要 从 微分 方程 中 求 得 解 或 研究 解 的 性 质 。 
例如 ,为 了 了 解 纺 的 振动 情况 ,就 应 该 设法 求 出 相应 的 弦 振 动 方 程 的 解 。 

我 们 看 到 , 弦 振 动 方程 (1.14) 描 述 了 弦 作 微小 横 振 动 时 位 移 浮 数 u(x ,i) 所 应 满足 的 
一 般 性 规律 ,但 仅仅 利用 它 还 不 能 完全 确定 所 考察 弦 的 运动 状况 。 这 是 因为 弦 的 运动 还 与 
其 初始 状态 以 及 边界 所 处 的 状况 有 关 , 因 此 还 得 给 出 一 些 其 他 条 件 。 

在 上 述 弦 振动 问题 中 , 弦 的 两 端 被 固定 在 z=0 及 z=/ 两 点 ,因此 有 

u(0,:) = 0, ul(ll,t) = 0， (1.17) 
称 为 边界 条 件 。 此 外 , 设 弦 在 初始 时 刻 上 =0 时 的 位 置 和 速度 为 


wz,0) = pr), = Wz) (0<r<), (1.18) 


称 为 初始 条 件 。 边 界 条 件 与 初始 条 件 总 称 为 定 解 条 件 。 把 弦 振 动 方程 (1.14) 和 定 解 条 件 
(1.17).(1.18) 结 合 起 来 ,就 得 到 如 下 的 定 解 问题 : 


Se (1.19) 
3 7 a eA 3 。 

9 
t= 0:u = p(7),3 = 0(Z)， (1.20) 
T= 0: u = 0,， (1.21) 
z= 1l: =0. (1:22) 


要 在 区 域 (0 过 x 过 1,1 宇 0) 上 ( 见 图 1.2) 求 上 述 定 解 问题 的 解 ,就 是 要 求 这 样 的 连续 归 
数 = u(x,t), 它 在 区 域 0<x</1,t>0 中 满足 波动 方程 (1.19); 在 xz 轴 (t=0) 一 段 区 间 
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0 和 xz 委 !/ 上 满足 初始 条 件 (1.20) ,并 在 边界 zx=0 及 =! 上 分 别 满足 边界 条 件 (1.21) 及 
(1.22)。 


图 1.2 


一 般 称 形 如 (1.17) 的 边界 条 件 为 第 一 类 边界 条 件 ,( 又 称 狱 利 克 雷 (Dirichlet) 边 界 条 
件 ) 。 对 于 弦 振 动 方程 的 边界 条 件 通 常 还 可 以 有 以 下 两 种 : 
(a) 弦 的 一 端 (例如 过 =0) 处 于 自由 状态 , 即 可 以 在 垂直 于 xz 轴 的 直线 上 目 由 滑动 ,未 


受到 垂直 方向 外 力 。 在 边界 右 端的 张力 的 垂直 方向 分 量 是 T 了“ ,得 出 此 时 应 成 立 


也 可 以 考虑 更 普遍 的 边界 条 件 


9 zt 本 
四 Bt) 


其 中 (7) 是 1 的 已 知 函 数 。 这 种 边界 条 件 称 为 第 二 类 边界 条 件 (又 称 诺 伊 曼 (Neumann) 边 
界 条 件 ) 。 

(b) 在 应 用 上 还 会 遇 到 另 一 种 情形 。 将 弦 的 一 端 固定 在 弹性 支 孙 上 ,也 就 是 说 此 时 文 
承 的 伸缩 符合 胡 克 定律 。 如 果 支 承 原来 的 位 置 为 x =0, 则 wu 在 端点 的 值 表示 文 好 在 该 点 


的 伸 长 。 例 如 在 z=/ 的 一 端 , 纺 对 支承 拉力 的 垂直 方向 分 量 为 ~ 了, 由 胡 克 定律 知 


大 一 多 一 上 


其 中 上 为 弹性 系数 。 因 此 在 弹性 支承 的 情形 ,边界 条 件 归结 为 
(+a) 
其 中 a= 大 是 已 知 正 数 。 在 数学 中 也 可 以 考虑 更 普遍 的 边界 条 件 
(E+ or) ,2(0), 
其 中 v(1) 是 + 的 已 知 函 数 。 这 种 边界 条 件 称 为 第 三 类 边界 条 件 。 
下 面 我 们 再 介绍 几 个 概念 。 一 个 偏 微 分 方程 所 含有 的 未 知 函 数 最 高 阶 导数 的 阶 数 称 为 


这 个 偏 微分 方程 的 阶 ,例如 弦 振动 方程 (1.14) 就 是 一 个 二 阶 偏 微分 方程 。 如 果 方 程 对 未 知 
函数 及 其 各 阶 导数 总 体 来 说 是 线性 的 , 则 称 这 个 方程 是 线性 方程 。 否 则 称 这 个 方程 是 非 线 


一 0， 
=1 


有 
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性 方程 。 进 一 步 ,如果 方 程 对 未 知 晒 数 的 所 有 最 高 阶 导数 总 体 来 说 是 线性 的 , 则 称 它 为 拟 线 
性 方程 。 例 如 ,方程 


是 一 阶 拟 线 性 方程 。 如 果 非 线性 方程 中 方程 对 未 知 函 数 的 最 高 阶 导 数 不 是 线性 的 , 则 称 它 
为 完全 非 线 性 方程 。 例 如 ,方程 


(天 ) + ( 基 ) = (1.24) 


就 是 一 阶 完 全 非 线性 方程 。 

我 们 看 到 ,方程 (1.14) 与 (1.11) 不 同 , 它 包含 有 不 含 x 及 其 偏 导数 的 项 F(z,t)( 称 为 
自由 项 ) ,这样 的 方程 称 为 非 齐 次 方程 ,而 (1.11) 称 为 齐 次 方程 。 类 似 地 ,边界 条 件 (1.21)、 
(1.22) 称 为 齐 次 边界 条 件 , 相 应 地 , 吞 边界 条 件 为 u|,. ,= p(t),u|,-,= (zt), 则 称 为 非 
齐 次 边界 条 件 。 同 样 ,初始 条 件 (1.20) 称 为 非 齐 次 初始 条 件 ,而 对 应 于 po 三 Vs=0 的 初始 条 
件 称 为 齐 次 初始 条 件 。 

3. 定 解 问题 适 定性 概念 ”研究 数学 物理 方程 的 中 心 内 容 是 求 各 类 定 解 问题 的 解 并 研 
究 解 的 性 质 , 使 我 们 对 其 所 描述 的 自然 现象 或 过 程 有 更 深入 的 认识 。 这 里 首先 遇 到 的 一 个 
问题 是 : 定 解 问题 的 提 法 是 否 合适 ? 例如 ,这 个 定 解 问题 的 解 是 否 一 定 存 在 ? 这 便 是 解 的 存 
在 性 问题 。 这 个 定 解 问题 的 解 是 否 只 有 一 个 ? 这 便 是 解 的 唯一 性 问题 。 此 外 ,还 要 考虑 解 
的 稳定 性 问题 (或 称 为 解 对 定 解 条 件 或 自由 项 的 连续 依赖 性 问题 ) , 即 当 定 解 条 件 或 自由 项 
作 很 小 的 变化 时 ,问题 的 解 是 否 也 作 很 小 的 变化 。 

定 解 问题 的 存在 性 .唯一 性 .稳定 性 统称 为 定 解 问题 的 适 定性 。 如 果 一 个 定 解 问 题 的 解 
是 存在 的 ,唯一 的 ,而 且 是 稳定 的 ,我 们 就 称 这 个 问题 是 适 定 的 , 即 认 为 这 样 的 定 解 问题 的 提 
法 是 合适 的 。 

在 这 里 顺便 说 明 ,对 于 决定 性 的 现象 来 说 ,一 个 基本 上 正确 地 (但 总 是 近似 地 ) 描 述 所 考 
察 物 理 模 型 的 偏 微 分 方程 定 解 问题 ,其 解 通常 应 该 是 存在 .唯一 并 稳定 的 。 这 是 因为 ,所 考 
察 的 物理 模型 在 一 定 的 条 件 下 总 具有 唯一 确定 的 状态 ,因此 ,相应 的 偏 微分 方程 的 定 解 问题 
通 稼 也 应 该 具有 唯一 的 解 , 即 解 应 是 存在 的 .唯一 的 ;同时 ,因为 测量 中 总 有 误差 ,如 果 定 解 
条 件 的 微小 误差 会 引起 解 的 重大 变化 ,所 考察 的 定 解 问题 实际 上 就 不 可 能 给 出 相应 于 所 考 
察 物理 模型 的 近似 解 , 从 而 实际 上 不 可 能 正确 地 描述 所 考察 的 物理 模型 ,而 失去 任何 实际 的 
作用 。 因 此 ,在 求解 偏 微分 方程 定 解 问题 的 过 程 中 ,对 定 解 问题 的 适 定性 进行 一 定 的 分 析 ， 
可 以 帮助 我 们 初步 判定 所 归结 的 定 解 问题 是 否 合理 .所 附加 的 定 解 条 件 是 否 适当 以 及 对 怎 
样 的 偏 微 分 方程 通常 应 该 指定 怎样 的 定 解 条 件 等 等 问题 ,并 对 求解 起 一 定 的 指导 作用 。 但 
也 必须 指出 ,有 时 一 个 定 解 问题 尽管 不 满足 适 定性 的 要 求 , 在 实际 上 仍 需 加 以 研究 。 对 此 ， 
以 后 还 会 作 比 较 详细 的 说 明 。 

除了 研究 定 解 问题 的 适 定性 以 外 ,在 数学 物理 方程 中 还 经 常 研 究 的 问题 有 解 的 正则 性 
(光滑 性 ) , 解 的 渐 近 性 (包括 衰减 性 ) ,求解 方法 (包括 精确 解 、 渐 近 解 与 数值 解 的 求解 方法 ) 
等 等 。 这 些 问 题 的 研究 构成 了 数学 物理 方程 的 丰富 内 容 。 


习 通 
1. 细 杆 (或 弹簧 ) 受 某 种 外 界 原因 而 产生 纵向 振动 ,以 x(z,z) 表 示 静 止 时 在 z 点 处 的 点 在 时 刻 * 离开 
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原来 位 置 的 偏 移 。 假 设 振动 过 程 中 所 发 生 的 张力 服从 胡 克 定律 , 试 证 明 u(x ,i) 满 足 方程 


| | 
Fi\o ar) ET) 


其 中 o 为 杆 的 密度 ,FE 为 杨 氏 模 量 。 

2. 在 杆 纵 向 振动 时 ,假设 (1) 端 点 固定 ,(2) 端 点 自由 ,(3) 端 点 固定 在 弹性 支承 上 , 试 分 别 导 出 这 三 种 
情况 下 所 对 应 的 边界 条 件 。 

3. 试 证 :圆锥 形 枢 轴 的 纵 振 动 方程 为 


其 中 为 圆锥 的 高 (图 1.3) : 


图 1.3 


4. 绝对 柔软 而 均匀 的 弦 线 有 一 端 固定 ,在 它 本 身 重力 作用 下 ,此 线 处 于 铅 垂 的 平衡 位 置 , 试 导出 此 线 
的 微小 横 振 动 方程 。 

5. 一 柔软 均匀 的 细 蓄 ,一端 固定 , 另 一 端 是 弹性 支承 。 设 该 弦 在 阻力 与 速度 成 正比 的 介质 中 作 微 小 的 
横 振 动 , 试 写 出 弦 的 位 移 所 满足 的 定 解 问题 。 
”6. 若 下 (&),G(E) 均 为 其 变 元 的 二 次 连续 可 导 函 数 ,验证 (x 一 at),G(xr+ at) 均 满足 弦 振 动 方 程 
(1.11)。 


7 验证 2 


在 锥 :* 一 x 一 y >0 中 满足 波动 方程 


Ou du au 
pr en 
ox Ay 
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1. 鲍 加 原理 ”从 本 节 开 始 我 们 讨论 弦 振 动 方 程 的 各 类 定 解 问题 。 在 此 以 前 , 先 介 绍 释 
加 原理 。 在 物理 学 的 研究 中 经 常 出 现 这 样 的 现象 : 几 种 不 同 原因 的 综合 所 产生 的 效果 等 于 
这 些 不 同 原因 单独 产生 的 效果 ( 即 假设 其 他 原因 不 存在 时 ,该 原因 所 产生 的 效果 ) 的 累加 。 
例如 , 几 个 外 力作 用 在 一 物体 上 所 产生 的 加 速度 可 以 用 单个 外 力 各 自 单独 作用 在 该 物体 上 
所 产生 的 加 速度 相 加 而 得 出 。 这 个 原理 称 为 到 加 原理 , 它 的 适用 范围 非常 广泛 。 本 加 原理 
对 于 用 线性 方程 和 线性 定 解 条 件 描述 的 物理 现象 来 说 ,都 是 成 立 的 。 例 如 ,对 于 弦 振 动 方程 
(1.14), 若 ui(x,t) 是 方程 

an ,97 


Oe 0 
的 解 ,而 x (Zi) 是 方程 

zx ee 

Ba F(t) {2:2 
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的 解 , 则 对 于 任意 的 常数 C, 、C; , 困 数 


u(ryt) = Cu(rst) + Cu(r,t) (2.3) 
是 方程 
“rz ) 9 
Er F377 = Cifi(z,t) + Cfalz,t) (2.4) 


的 解 。 在 物理 学 中 应 用 释 加 原理 的 一 个 典型 例子 就 是 声学 中 把 弦 线 振动 时 所 发 出 的 复杂 的 
声音 分 解 成 各 种 单 音 的 全 加。 早 在 18 世纪 , 伯 努 利 (Bernoulli) 及 以 后 的 傅 里 叶 (Fourier) 惑 
曾 利用 这 个 原理 来 研究 弦 振 动 方程 的 问题 。 

2. 弦 振 动 方程 的 达 朗 外 尔 解法 ”为 了 考察 波动 方程 的 定 解 问题 , 先 从 最 简单 的 情形 入 
手 , 即 首先 考察 边界 (从 而 边界 条 件 ) 的 影响 可 以 忽略 不 计 的 情况 。 如 果 所 考察 的 物体 (如 弦 
线 ) 长 度 很 长 ,而 所 需 知道 的 又 只 是 在 较 短 时 间 内 且 离 边界 较 远 的 一 段 范围 中 的 运动 情况 ， 
那么 边界 条 件 的 影响 就 可 以 忽略 ,并 不 妨 把 所 考察 物体 的 长 度 视 为 无 限 。 在 这 种 情况 下 , 定 
解 问题 归结 为 如 下 的 形式 : 

9 “zx ;9°u 


J a a ey re (2.5) 


t= 0: w= p(x), FE = Ylz) (Oo<r<+%). (2.6) 


在 这 个 定 解 问题 中 ,由 于 其 定 解 条 件 只 有 初始 条 件 , 故 通常 称 为 初 值 问 题 ( 也 称 为 柯 西 
(Cauchy) 问 题 )。 相 应 地 ,$1 中 所 列 的 定 解 问题 (1.19) 一 (1.22), 由 于 既 有 初始 条 件 , 又 有 
边界 条 件 , 称 为 初 边 值 问题 ,或 混合 问题 。 

从 $1 中 可 见 ,方程 (2.$) 中 的 自由 项 f(z,t) 是 由 于 振动 中 有 外 力作 用 而 产生 的 ,因此 
(2.5) 中 f 寺 0 的 情况 对 应 于 自由 振动 ;而 f 关 0 的 情况 对 应 于 强迫 振动 。 

下 面 我 们 就 可 以 看 到 ,对 于 初 值 问 题 (2.5)、(2.6) ,不 仅 可 以 得 到 相当 简单 的 求解 公式 ， 
而 且 还 可 以 由 此 清楚 地 看 到 波动 传播 的 规律 。 

为 了 求解 上 述 初 值 问 题 ,我 们 首先 注意 到 微分 方程 及 定 解 条 件 都 是 线性 的 。 对 于 这 种 
定 解 问题 ,同样 成 立 着 和 至 加 原理 , 即 如 果 函 数 u(xz,t) 和 w(x,t) 分 别 是 下 述 初 值 问题 


9 x ) 9“u 
a (2.7) 
人 
9 
t=0: u= v(xr), 3 (rs) (2.8) 
和 
3 a 
区 a ys (2.9) 
t dr 
(II) 
二 
t=0: u=0, 区 =0 (2.10) 


的 解 ,那么 wx= xi(zyr)+ux (zt) 就 一 定 是 原初 值 问 题 (2.5)、(2.6) 的 解 (请 读者 直接 验 
证 )。 这 表示 :由 f(z,t) 所 代表 的 外 力 因 素 和 由 p(z)、%(z) 所 表示 的 初始 振动 状态 对 整 
个 振动 过 程 所 产生 的 综合 影响 ,可 以 分 解 为 单独 只 考虑 外 力 因素 (初始 位 移 及 速度 为 零 ) 或 
只 考虑 初始 振动 状态 (外 力 为 零 ) 对 振动 过 程 所 产生 的 影响 的 全 加 。 

这 样 , 为 了 求解 初 值 问 题 (2.5)、(2.6), 只 要 分 别 求解 齐 次 方程 带 非 齐 次 初始 条 件 的 初 
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值 问题 (IT) 及 非 齐 次 方程 带 齐 次 初始 条 件 的 初 值 问题 (IID) 即 可 。 
首先 ,我 们 考察 自由 振动 情况 的 初 值 问题 (TD) , 它 可 以 通过 自 变 量变 换 的 方法 求解 。 
引入 新 自 变 量 : 


£=x-at, 7=Zx+at. (2.11) 
利用 复合 函数 求 导数 的 法 则 ,得 到 


9 并 dE adr dn 57 a gm 
2 2 2 2 
类 似 地 ， 
pe dau au a ) /9°u du 9°u 
5 | 3 和 “ 人 | 
从 而 ， 
9°u 9 ; 9 
i Fi 三 一 4a a 
由 于 a >0, 因 此 ,采用 (2.11) 式 所 示 的 新 自 变 量 ,方程 (2.7) 就 化 为 
= 0. (2.12) 


方程 (2.12) 可 以 直接 求解 。 把 它 关 于 7 积分 一 次 ,再 关于 积分 一 次 ,就 容易 看 出 它 
的 通 解 为 


u(é,7) = 下 6)+CC7)， 
其 中 下 和 G 是 任意 两 个 可 微分 的 单 变量 函数 。 
再 代 回 到 原来 的 自 变 量 , 就 可 将 方程 (2.7) 的 通 解 表示 为 
u(rz,t) = F(x ~ at)+ G(x+ at). (2.14) 


利用 这 个 通 解 表达 式 ,就 可 以 由 初始 条 件 (2.8) 来 决定 函数 下 和 0G, 从 而 求 出 初 值 问题 
(1) 的 解 。 


把 (2.14) 代 入 初始 条 件 (2.8) ,得 到 


(2.13) 


ul,.o = F(x) + G(x) = 9p(z)， (2.15) 
了 | =a- F(z)+ G(r)) = yz). (2.16) 
再 将 (2.16) 式 两 边 积 分 ,得 
a(- F(z)+ G(r)+C=| i (2.17) 
其 中 zw 是 任意 一 点 ,而 C 是 积分 常数 。 
由 (2.15) 和 (2.17) ,就 可 以 解 出 下 和 G: 
1 1 f: C 
F(z) = 本 9(z) -25| (oda + 
(2.18) 


C 
G(x) = p(x) 十 J(a)da — Fo 
把 它们 代入 (2.14) ,就 得 到 初 值 问 题 (1) 的 解 
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i 元 | we)ada， (2.19) 


这 个 公式 称 为 达 朗 贝尔 公式 。 

可 以 看 出 ,如 果 初 值 问 题 (1) 有 解 , 则 解 一 定 可 以 由 初始 条 件 用 达 朗 贝尔 公式 (2. 19) 表 
示 出 来 ,因此 解 一 定 是 唯一 的 。 同 时 , 若 以 记号 C0 表示 在 定义 域 中 具有 直至 & 阶 连续 导数 
的 函数 的 集合 , 则 不 难 验证 , 当 p(z)Ec,Vzr)EC' 时 ,(2.19) 式 的 确 给 出 初 值 问 题 (IT) 
的 解 。 这 样 我 们 就 得 到 

定理 2.1 设 o(z)jec:(R),yz)eCICR), 那 么 初 值 问题 (2.7) (2.8) 存 在 唯一 的 
解 w(x,t), 它 由 达 朗 贝尔 公式 (2.19) 给 出 。 

解 (x,i) 关 于 初始 条 件 的 连续 依赖 性 也 可 以 从 公式 (2.19) 中 看 出 。 

3. 传播 波 ” 从 (2.14) 式 可 见 ,自由 振动 情况 下 的 波动 方程 的 解 ,可 以 表示 成 形 如 
F(x 一 at) 和 G(x+at) 的 两 个 函数 的 和 ,由 此 可 以 特别 清楚 地 看 出 波动 传播 的 性 质 , 现 在 
讨论 如 下 : 

考察 

(rT) F(z oat) (a >0), (2.20) 
显然 它 是 齐 次 波动 方程 的 解 。 给 * 以 不 同 的 值 ,就 可 以 看 出 作 一 维 自由 振动 的 物体 在 各 时 
刻 的 相应 位 置 。 在 1=0 时 ,a (xz,0)= F(z), 它 对 应 于 初 
始 的 振动 状态 (相当 于 弦 在 初始 时 刻 各 点 位 移 状 态 ), 如 图 
1.4 实 线 所 示 。 经 过 时 刻 t,。 后 ,i(x,to)=F(x 一 ato), 在 
(x ,wu) 平 面 上 , 它 相 当 于 原来 的 图 形 向 右 平 移 了 一 段 距离 
xi ,如 图 1.4 虚线 所 示 。 随 着 时 间 的 推移 ,这 图 形 还 要 不 
断 地 向 右 移 动 。 这 说 明 当 齐 次 波动 方程 的 解 具有 (2.20) 
的 形式 时 ,振动 的 波形 以 常 速度 a 向 右 传播 。 因 此 , 齐 次 
波动 方程 的 形 如 F(x 一 at) 的 解 所 描述 的 运动 规律 , 称 为 
右 传播 波 。 同 样 , 形 如 G(x + at) 的 解 , 称 为 左 传播 波 , 其 
所 描述 的 振动 的 波形 以 常 速 a 向 左 传播 。 由 此 可 以 知道 ， 
方程 (2.5) 中 出 现 的 常数 a ,表示 波动 的 传播 速度 。 上 述 这 种 把 定 解 问题 (1) 的 解 表示 为 右 
传播 波 和 左 传播 波 相 全 加 的 方法 ,又 称 为 传播 波 法 (也 称 行 波 法 )。 

4. 依赖 区 间 、 决 定 区 域 和 影响 区 域 ”从 达 朗 贝尔 公式 (2.19) 立 即 可 以 看 出 , 初 值 问 题 
(2.7) (2.8) 的 解 在 上 半 平 面 : 宇 0 上 点 (xz ,i) 处 的 值 u(x,t) 由 初始 资料 pP(z) 及 VCz) 在 
x 轴 的 区 间 [x -at ,x + at] 上 的 值 所 唯一 确定 ,而 与 g(x),y(x) 在 该 区 间 外 的 值 无 关 。 这 


个 区 间 称 为 点 (x ,1) 的 依赖 区 间 。 它 是 过 (x ,+) 点 分 别 作 斜率 为 + 二 的 直线 与 x 轴 所 交 截 
而 得 的 区 间 ( 见 图 1.5)。 
对 初始 轴 :=0 上 的 一 个 区 间 [z ,zs] ,过 点 ri 作 斜 率 为 二 的 直线 工 = zi + af ,过 点 z， 


图 1.4 


作 和 斜率 为 -上 的 直线 z= z; - at ,它们 和 区 间 [zi ,zz] 一 起 构成 一 个 三 角形 区 域 (图 1.6)。 


此 三 角形 区 域 中 任 一 点 (x ,i) 的 依赖 区 间 都 落 在 区 间 [x, ,zz ] 之 内 部 ,因此 , 解 在 此 三 角形 
区 域 中 的 数值 就 完全 由 区 间 [ zi, zz] 上 的 初始 条 件 决 定 , 而 与 此 区 间 外 的 初始 条 件 无 关 。 


$2 达 朗 贝尔 (d'Alembert) 公 式 . 波 的 传播 11 


这 个 区 域 就 称 为 区 间 [z ,zz] 的 决定 区 域 。 给 定 区 间 [z ,zz] 上 的 初始 条 件 ,就 可 以 在 其 决 
定 区 域 中 完全 决定 初 值 问 题 的 解 。 


(x ,7) 


CO x-at 依赖 区 间 x+at XxX 
0 图 1.6 


另 一 方面 ,如 果 在 初始 时 刻 :=0, 初 始 资料 p(xz) 与 y(z) 的 值 在 区 间 [x, ,zz] 上 有 变 

动 ( 称 为 初始 扰动 )。 那 么 ,经 过 时 间 上 后 ,该 扰动 所 传 到 的 范围 ( 受 初始 扰动 影响 到 的 范围 ) 
就 由 不 等 式 

Xi -ar 委 7s 生 TI+a (t>0) (2.21) 

所 限定 ,而 在 此 范围 外 则 不 受 影响 , 仍 处 于 原先 的 状态 。 在 (zx ,i) 平 面 上 ,(2.21) 式 所 表 不 

的 区 域 ( 图 1.7) 称 为 区 间 [x, , x; ] 的 影响 区 域 。 在 这 区 域 中 , 初 值 问 题 的 解 u(x,t) 的 数 

值 是 受到 区 间 [x, ,x;] 上 初始 条 件 的 影响 的 ;而 在 此 区 域外 ,u(xz,t) 的 数值 则 不 受 区 间 

[zx, ,Xx;] 上 初始 条 件 的 影响 。 特 别 , 将 区 间 [x, , x; ] 收 缩 为 一 点 x ,就 可 得 一 点 zu 的 影响 


区 域 为 过 此 点 的 两 条 斜率 各 为 + 二 的 直线 (x = r + at) 所 夹 成 的 角 状 区 域 (图 1.8)。 


oa 7 


Xx=x|~at X=X+al 


O XI X2 x O xo x 


在 上 面 的 讨论 中 ,我 们 看 到 在 (x,1) 平 面 上 斜率 为 二 二 的 直线 z= zu + at 对 波动 方程 


的 研究 起 着 重要 的 作用 ,它们 称 为 波动 方程 的 特征 线 。 我 们 看 到 ,扰动 实际 上 沿 特征 线 传 
播 。 扰 动 以 有 限 速 度 传播 ,是 弦 振 动 方程 的 一 个 重要 特点 。 
例 现在 利用 传播 波 法 来 讨论 一 端 固定 的 半 无 界 弦 的 自由 振动 问题 : 


du » 9°u 
0 (rr>0,0<x< ®), {2°22) 


ar” or 


t= 0:u= g(x),F = Yr) (0 x < %), (S03) 


二 [224) 
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为 了 求解 此 问题 ,我们 可 以 设想 在 x =0 的 左 侧 仍 然 有 弦 存 在 ,只 是 在 振动 的 过 程 中 x 
=0 这 一 点 始终 保持 不 动 。 这 样 考虑 的 一 个 无 界 弦 的 自由 振动 问题 显然 和 原先 所 考虑 的 固 
定 问 点 的 半 无 界 弦 的 自由 振动 问题 是 等 价 的。 问题 于 是 化 为 :如 何 将 在 + 宇 0 上 已 给 的 初 
始 数 据 延 拓 为 整个 直线 ~ oo< x< oo 上 的 函数 ,使 得 用 延 拓 后 的 函数 作 初 值 的 柯 西 问题 ,其 
解 在 x =0 处 恒 为 零 。 

记 (Xz) 及 各 ( 工 ) 是 由 g(x) 及 y(x) 分 别 延 拓 而 得 的 函数 。 由 达 于 贝尔 公式 ,以 B(x) 
及 亚 (+) 的 初 值 的 柯 西 问题 的 解 为 


oe 3 [B(x ee ea 元 | V8) dé (2.25) 
Qj r-ar 
因此 ,要 使 U(xz ,i) 在 x=0 处 恒 为 零 , 就 应 当成 立 
3(B(at) + DB(— at))+ jo| Ye) dé = 0. 


为 此 ,只 要 将 g(xz) 及 y(xz) 作 奇 延 拓 即 可 。 也 就 是 说 , 令 
pz) (x 宇 0), 
-pt = C0) 
VCz) (xz 之 0), 
0 


D(x) -| (2.26) 


V(r) -| (2.27) 


就 可 达到 要 求 。 
于 是 ,将 上 面 定义 的 函数 B(xz) 及 更 (z) 代 入 (2.25) 式 , 即 得 问题 (2.22) 一 (2.24) 的 解 
为 


29(z+ a0)+9(r -ab0]+ 直 [weae (rat), 
u(x,t) = | ee (2.28) 
FIP(r + 4) plar -x)]+F) Ved (0 < At). 


5. 齐 次 化 原理 ”现在 我 们 考察 强迫 振动 情形 的 初 值 问题 


9 3 9a 

97 4 gr f(r,t), (2.29) 
(ID) 

/一 (0. “=0, 357 =0. (2.30) 


为 了 求解 此 问题 ,我 们 可 以 利用 下 述 的 齐 次 化 原理 ,把 非 齐 次 方程 的 求解 问题 化 为 相应 
的 齐 次 方程 的 情况 来 处 理 , 从 而 可 以 直接 利用 前 面 有 关 齐 次 方程 的 结果 。 

由 于 所 考察 的 定 解 问题 来 自 于 物理 模型 ,我 们 首先 联系 所 考察 的 物理 模型 来 作 一 些 分 
析 和 说 明 。 

从 $1 中 导出 弦 振 动 方程 的 过 程 可 知 ,自由 项 f(z,t) 表 示 时 刻 上 时 在 zx 处 单位 质量 所 


受 的 外 力 ,而 3 表示 速度 。 把 时 段 [0,] 分 成 若干 小 的 时 段 Ab = ,3 (j=1,2,…,1)， 
在 每 个 小 的 时 段 As 中 ,f(x ,1) 可 以 看 作 与 : 无关, 从 而 以 /(z,4) 来 表示 。 由 于 (zt ) 
= 二 ,而 F(x, 4) 表 示 外 力 ,所 以 在 时 段 Ag 中 自由 项 所 产生 的 速度 改变 量 为 
f(z ,4)Atj。 把 这 个 速度 改变 量 看 作 是 在 时 刻 t= i, 时 的 初始 速度 , 它 所 产生 的 振动 可 以 由 
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下 面 的 齐 次 方程 带 非 齐 次 初始 条 件 的 初 值 问题 来 描述 : 


9a:W ,90°W 
一 一 — Se 
i a 可 一 0 (1:>+) 


(2.31) 


9 本 
t=t,:W=0, rE A 


其 解 记 为 克 (z,t;z ,At,)。 按 照 琶 加 原理 , f(x ,t) 所 产生 的 总 效果 可 以 看 成 是 无 数 个 这 
种 瞬时 作用 的 全 加 。 这 样 , 定 解 问题 (11) 的 解 u(x,t) 应 表示 成 


u(x,t) = lim 2 Wz ,tt At). (2.32) 
由 于 (2.31) 为 线性 方程 ,所 以 丈 与 At 成 正比 , 即 如 果 记 W(xz,t;r) 为 如 下 齐 次 方程 的 定 


解 问题 


了 3 2 
Ly (1t > rt), 
or ar 


i (2.33) 
t= 二 7 W = 0, 57 = f(x,r) 
的 解 , 则 
W(xz,i;t,,At,) 三 AL W (xs tdt ). 
于 是 定 解 问题 (I1) 的 解 可 表示 为 
u(x,t)= lm 2 Wr, t,,At,) = lim 之 Wri t,)At, 
和 [AERE rt) dr. 
这 样 ,我 们 就 得 到 如 下 的 
定理 2.2 若 W(x,t;r) 是 初 值 问 题 (2.33) 的 解 (其 距 为 参数 ) , 则 
人 | Wrstsr) dr (2.34) 
就 是 初 值 问 题 (11) 的 解 。 


定理 2.2 称 为 齐 次 化 原理 (或 Duhamel 原理 )。 
为 写 出 W(x,t;t) 的 具体 表达 式 , 在 初 值 问 题 (2.33) 中 作 变 换 1' = 1 一 +r。 相应 地 ， 
(2.33) 化 为 


人 < ; 
Wa 
or dx 


(2.35) 
t = 0: W=0, 了 = zyr) 
的 形式 ,于 是 利用 达 朗 贝尔 公式 (2.19) ,就 得 其 解 为 
1 z+ar | A ) 
W(x,tr) = | /(é ad = 二 | fr) de (2.36) 


再 代入 (2.34) 式 就 得 到 所 考察 的 初 值 问题 (11) 的 解 为 


1 f rt+a(lr—r) 
u(r,t)= 元 | | ee A 
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= 元 | Ae,Datar， Co 
其 中 区 域 G 为 (€,7) 平 面 上 过 点 (xz,t) 问 下 作 两 特征 线 与 & 轴 所 夹 的 三 角形 区 域 , 见 图 
1.9。 


上 上面, 我们 通过 对 物理 模型 的 分 析 , 应 用 有 登 加 原理 ,得 出 了 定 解 问题 (11) 的 解 的 表达 式 
(2.37) 式 。 它 究竟 是 否 确实 为 定 解 问题 (11) 的 解 , 还 需要 按照 解 的 定义 进行 数学 上 的 验证 。 


图 1.9 
假设 AE C ,从 (2.37) 式 ,由 关于 含 参 变量 积分 的 求 导 法 则 ,可 得 
了 — 到 | Lf +a(t—r),r)+ f(xr—-a(t 一 r)r)jdr， 
9 


EE = f(x,t) + | [4 +a(l(t—r),r)—- f(r-a(t-r),r)}dr, 


> 元 | [f(z t+a(lt—-r),r)— /f(r-a(t— 7r),r)]dr, 


=| ft rr) f(r at rt),r)]dr, 
于 是 有 


Qu 2 Ad’u 
ar’ 9 


= f(x,1), 


即 u(xz, 4) 满 足 方程 (2.29)。 再 由 (2.37) 式 及 5 的 表示 式 可 得 
三 和 了 局 
即 x(z,z) 满 足 初 始 条 件 (2.30)。 所 以 (2.37) 式 所 表示 的 wx(z,z) 确 是 定 解 问 题 (II) 的 解 。 
表 利 用 芍 加 原理 , 即 容易 得 到 初 值 问 题 (2.5)、(2.6) 的 解 。 

最 后 ,我 们 指出 齐 次 化 原理 不 仅 可 以 应 用 于 非 齐 次 波动 方程 的 柯 西 问题 ,而 且 也 能 应 用 
于 初 边 值 问题 以 及 其 它 方 程 ( 例 如 热传导 方程 ) 的 定 解 问 题 。 本 书 中 将 多 次 用 到 这 一 原理 。 


u(x,t)|,., = 0， 


1. 证 明 方 程 


的 通 解 可 以 写成 


§2 达 朗 贝尔 (d'Alembert) 公 式 , 波 的 传播 15 


F(x -at)+ G(xr+at) 


h-r 
其 中 FF,G 为 任意 的 具有 二 阶 连续 导数 的 单 变 量 函 数 ,并 由 此 求解 它 的 初 值 问题 : 
t=0: w= p(z), 卫 = gy(x). 
2. 问 初 始 条 件 g(r) 与 Jy(x) 满 足 怎样 的 条 件 时 , 齐 次 波动 方程 初 值 问 题 的 解 仅 由 右 传播 波 组 成 ? 
3. 利用 传播 波 法 ,求解 波动 方程 的 古 沙 (Goursat) 问 题 


ow ou 
i i 
or or 


u|, ,0 = p(x), 
ul| ,ao= p(x), (9(0)= (0)). 
4 对 非 齐 次 波动 方程 的 初 值 问题 (2.5) (2.6) ,证 明 : 当 f(x ,i) 不 变 时 ， 
(1) 如 果 初 始 条 件 在 x 轴 的 区 间 [ rz， ,zx ] 上 发 生变 化 ,那么 对 应 的 解 在 区 间 [ ri ,zz ] 的 影响 区 域 以 外 
不 发 生变 化 ; 
(2) 在 x 轴 区 人间 [zr, ,x;] 上 所 给 的 初始 条 件 唯 一 地 确定 区 间 [ zx， ,2 ] 的 决定 区 域 中 解 的 数值 。 
5. 求解 
us, -au.=0, x>0,1>0, 
u|,o0=9(7), uu We 
& — ku, | 0; 
其 中 为 正常 数 。 


6. 求解 初 边 值 问题 
0 < 有 1 


u | ,0 = po (x), 之 0， 
wu |, 0 = Pi(r)， 0， 
us | ,i = p(T), 


其 中 gp,(0)= yy(0)。 
7. 求解 下 述 边 值 问 题 
u, — us=0, 0<i< f(xr), 
u|,.-.= 9(x), 
J 二 并 六 汪 源 ( 肥 入 
其 中 pg(0)= yy(0),t = fr(z) 为 由 原点 出 发 的 . 介 于 特征 线 zx= 上 与 = 一: 之 间 的 光滑 曲线 , 且 对 一 切 x， 
三 (x) 天 1。 
8. 求解 波动 方程 的 初 值 问 题 


9. 求解 波动 方程 的 初 值 问 题 
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3 3 初 边 值 问题 的 分 离 变 量 法 


1. 分 离 变量 法 上 节 考 察 了 波动 方程 初 值 问题 ,本 节 进 一 步 考 察 波动 方程 的 初 边 值 问 


题 ,并 介绍 一 种 常用 的 解法 分 离 变 量 法 。 
考察 波动 方程 的 初 边 值 问题 : 
9 29 2 | 
Br 4 F377 = f(r,t), (3 
t=0;w = DCz)， 5 = VCZ)， (3.2) 
T=0:w = 0， 
=/:u = 0. (3.3) 
利用 登 加 原理 ,上 述 初 边 值 问 题 可 以 分 解 为 下 面 两 个 初 边 值 问 题 . 
9 ui 2 9 ui 


=0, 
ar < 9rx 


| 9 uu, 
CD t=0: w= 9(7), Fr = yz), 


X=0 和 zx=/: w=0; 


2 2 
9 us 2 9 12 


本 人 zt)， 


(II) 四 i 0 
t=0: u, = 0,， Ty 


T=0 和 和 x= /7: u, = 0; 


= 0， 


而 且 显 然 有 
uurt wu,. 

正 像 $2 中 一 样 ,关键 是 求解 问题 (1)。 在 下 面 可 以 看 到 ,问题 (11) 可 以 归结 为 问题 (1) 
来 求解 。 因 此 ,我 们 首先 考察 问题 (1) 的 求解 ,再 转 而 解决 问题 (I1)。 

问题 (IT) 描 述 了 两 端 固定 的 弦 作 自由 振动 的 物理 过 程 。 从 物理 上 知道 ,一 个 复杂 的 振动 
往往 可 以 分 解 成 许多 简单 的 振动 的 释 加 。 如 弦 振 动 所 发 出 的 声音 可 以 分 解 成 各 种 不 同 频率 
的 单 音 的 个 加 。 相应 于 每 种 单 音 , 弦 振 动 时 波形 保持 不 变 ,从 而 当时 间 变 化 时 各 点 的 振幅 作 
同步 的 变化 。 也 就 是 说 ,每 种 单 音 都 是 具有 形式 为 

u(x,t)= X(x) T(t) 

的 特殊 解 ,而 整个 复杂 振动 过 程 可 以 通过 这 种 特殊 解 的 每 加 得 到 。 

以 下 我 们 详细 介绍 如 何 用 这 一 想法 来 求解 初 边 值 问题 


2 0 MR 4 
Ep 
WD t=0: n= p(x), Se= yp(z), 63) 


t 
X=0 及 r=/: w=0. (3.6) 
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我 们 试 求 方程 (3.4) 的 可 以 分 离 变 量 的 非 平凡 ( 即 不 恒 等 于 零 ) 的 特 解 : 
u(x,t) = X(x) T(t), (3:7) 
并 要 求 它 满足 齐 次 边界 条 件 (3.6)。 这 里 X(x) 及 T(7) 分 别 表示 仅 与 x 有 关 及 仅 与 + 有关 
的 待定 函数 。 
将 (3.7) 代 和 人 方程 (3.4) ,得 到 
X(T(1)-a XX (rr)T(t)=0. 
将 上 式 分 离 变量 ,有 
PC 
由 于 在 (3.8) 式 中 ,左边 仅 是 1 的 函数 ,右边 仅 是 x 的 函数 ,左右 两 端 要 相等 ,只 有 等 于 同一 
个 常数 才 可 能 。 记 此 常数 为 -A( 其 值 待定 ), 就 得 到 
T(t1) + aha T(t) = 0, (3.9) 


及 
X’(xr)+ AX(xr) = 0. (3.10) 
这 样 ,方程 (3.8) 就 被 分 离 为 两 个 常 微分 方程 ,其 中 一 个 仅 含 有 自 变 量 上 , 另 一 个 仅 含有 
自 变 量 x ,我 们 可 以 通过 求解 这 两 个 方程 来 决定 T(z ) 及 X(x), 从 而 得 到 方程 (3.4) 的 特 解 
(3.7)。 
为 了 使 此 解 是 满足 齐 次 边界 条 件 (3.6) 的 非 平凡 解 ,就 必须 找 方程 (3.10) 的 满足 边界 条 
件 
X(0) =0，XCL) =0 (3.11) 
的 非 平凡 解 。 方 程 (3.10) 的 通 解 随 4*>0,X4=0 以 及 4<0 而 不 同 , 下 面 分 三 种 情况 讨论 。 
情形 A 当 4<0 时 ,方程 (3.10) 的 通 解 可 以 写成 
X(x)= (a 年 Co 
要 使 它 满 足 边界 条 件 (3.11) ,就 必须 
Ci + C, =0， 
Gea + CA = 0. 
由 于 
1 1 
BY = Bl 
只 能 C, = C, =0。 故 在 <0 的 情况 得 不 到 非 平 凡 解 。 
情形 B 当 4=0 时 ,方程 (3.10) 的 通 解 可 以 写成 
KX(r)= C+C,x. 
要 满足 边界 条 件 (3.11),X(zx) 也 只 能 恒 等 于 零 。 
情形 C 当 )>0 时 ,方程 (3.10) 的 通 解 具有 如 下 形式 : 
X(z)= CicosvVAxrt+ CsinV Ax. 
由 边界 条 件 X(0)=0 知 Cl =0, 再 由 
X(1)= CsinVAL=0 
可 知 , 为 了 使 C, 关 0 ,就 必须 sinv A =0。 于 是 


天 0， 
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(k= 1,2,…). (3. 12) 


这 样 就 找到 了 一 族 非 零 解 
Xx) = Csin szr (k= 1,2,.). (3.13) 
称 (3.13) 右 端的 函数 为 常 微 分 方程 (3.10) 满 足 边界 条 件 (3.11) 的 固有 函数 (或 特征 函数 )， 
而 4 = 乞 邢 称 为 相应 的 固有 值 (或 特征 值 ) .9 
将 固有 值 4 代入 方程 (3.9) 中 ,可 得 其 通 解 为 
Ti(1) = Ahcos Fat + Bisin Tet (k= 1,2,), (3.14) 
其 中 A, , B, 为 任意 常数 。 
这 样 ,就 得 到 方程 (3.4) 的 满足 齐 次 边界 条 件 (3.6) 的 下 列 分 离 变 量 形式 的 特 解 : 


na 


RE [Aco0s Te 十 Bisin “Tet jsin Fx A 


l 1 l 
现在 我 们 设法 作 这 种 特 解 的 适当 的 线性 组 合 ,以 得 出 初 边 值 问题 (了) 的 解 。 也 就 是 说 ， 
要 决定 常数 A , Bi 使 
k 


u(r) = Dy ( Arcos Fut + Bsin Het Jsin Fr (3.15) 


1 / / 
满足 初始 条 件 (3.5)。 
注意 到 在 上 述 级 数 可 以 逐 项 求 导 时 ， 


Do 


9 ML(Zt) 一 > |[- Asin ng, + Bi cos “Fe sin Sx, 


DO 


91 ra / / L 
故 由 初始 条 件 (3.5) 应 有 


一 . kx 
(过 2 Ansin 了 7， 
国 ~ Bikrna . kx 
(让 守 > 7 sin x. 


应 分 别 是 P(z) 和 V(z) 在 [0,/] 区 间 中 正弦 展开 的 傅 里 叶 级 数 的 系数 , 即 


Bkna 
l 


因此 ,A 和 


2 .kk 
A, = 了 | (esin 8dé, 


pA .kk 
= ta | 8)sin cede. 


将 由 (3.16) 表 示 的 A , B, 代入 (3.15) 中 ,就 得 到 用 级 数 形式 表示 的 初 边 值 问题 (1) 的 解 。 
现在 证 明 当 定 解 问题 (1) 的 初始 条 件 中 的 函数 g(xz) 和 y(z) 满 足 一 定 的 条 件 时 ,级 数 
(3.15) 确 实 是 这 定 解 问题 的 解 。 注 意 到 级 数 (3.15) 中 的 每 一 项 都 满足 方程 (3.4), 因 此 只 要 


(3.16) 
到 


@ 一 般 地 ,在 某 些 齐 次 边界 条 件 下 求 一 个 形 如 
L[yl—-Apy=0 
(其 中 工 为 线性 微分 算 子 ) 的 常 微分 方程 的 非 零 解 的 问题 称 为 施 图 姆 - 刘 维 尔 (Sturm-Liouville) 问 题 。 在 这 种 问题 中 应 
求 出 4( 固 有 值 ) 和 相应 的 非 零 解 (固有 函数 )。 
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证 明 在 g 和 少 满足 一 定 的 条 件 时 ,级 数 (3.15) 可 以 逐 项 求 导 两 次 就 好 了 。 也 就 是 说 ,如 采 
证 明了 级 数 (3.15) 求 导 两 次 后 仍 是 一 致 收敛 的 ,那么 它 一 定 满足 方程 (3.4)。 此 时 初始 条 件 
(3.5) 和 边界 条 件 (3.6) 的 满足 也 是 显然 的 推论 了 。 

根据 健 里 叶 级 数 的 理论 可 知 

引 理 3.1 车 g(x)EC ,ygy(x)EC ,并 pg(0)= pg(1)= 9 (0)= 9 (1)= y(0)= 
J(1)=0, 系 数 4A,,B, 由 (3.16) 式 确定 。 那 么 级 数 


SelAl, DelB,| 
大 =1 大 一 1 


引 理 的 证 明 见 附录 I。 

由 引 理 3.1 知 ,(3.15) 式 右边 关于 x 及 1 逐 项 求 导 二 次 以 后 的 级 数 是 绝对 且 一 致 收敛 
的 ,因而 这 些 求 导 后 的 级 数 收 敛 于 x 的 相应 的 导数 ,所 以 x 满足 相应 的 方程 初始 条 件 及 边 
界 条 件 , 故 得 

定理 3.1 若 函 数 p(z)EC ,VCz)EC ,并且 

p(0) = p(1) = pp (0) = p (0) = y(0) = y(t) = 0， (3.17) 
则 弦 振 动 方程 的 定 解 问题 (1) 的 解 是 存在 的 , 它 可 以 用 级 数 (3.15) 给 出 ,其 中 A, 及 8 由 
(3.16) 式 确定 。 

通常 称 条 件 (3.17) 为 相 容 性 条 件 。 

以 上 求解 方法 的 特点 就 是 利用 具有 变量 分 离 形 式 的 特 解 (3.7) 来 构造 初 边 值 问题 
(3.1) 一 (3.3) 的 解 , 故 这 一 方法 称 为 分 离 变量 法 。18 世纪 初 , 传 里 时 (Fourier) 首 先 利 用 这 
一 方法 求解 偏 微分 方程 ,也 正 是 这 种 求解 过 程 展示 了 健 里 叶 级 数 的 作用 与 威力 , 故 分 离 变量 
法 也 称 为 傅 里 叶 方 法 。 

当 p(xz) 及 y(x) 不 满足 定理 3.1 中 所 述 的 条 件 ( 例 如 ,p(z) 及 (zyz) 仅 为 连续 函数 ) 
时 ,我 们 可 以 把 g(r) 及 y(x) 分 别 看 成 函数 列 


人 .kx — Bikra kx 
p(T) = 2 Arsin TY， Jy,(x) = > Sn 


的 平均 收敛 极限 。 
对 应 于 初始 条 件 为 p, (x) 及 y, (zx) 的 方程 (3.4) 的 解 是 
u, (xX,t) = > (Aucos nar + B,sin | in ey， (3.18) 


当 n 一 品 时 , 它 平均 收 伍 于 (3.15) 式 所 给 出 的 形式 解 。 因 此 u(x,i) 可 以 作为 函数 列 
wu (zi) 的 平均 收敛 极限 ,而 u(xz ,i) 的 初始 条 件 也 分 别 平均 收 合 于 op(z) 及 VCz)。 当 
很 大 时 ,可 以 把 wx, (x ,i) 看 成 问题 的 近似 解 , 因 为 方程 及 边界 条 件 已 经 满足 ,初始 条 件 也 近 
似 地 得 到 满足 。 在 实用 上 ,这 常常 是 行 之 有 效 的 。 作 为 近似 解 收敛 的 极限 w(x,t), 它 能 比 
所 有 的 u, (x,i) 更 好 地 反映 实际 情况 ,所 以 它 虽 然 不 符合 前 述 解 (经 典 解 ) 的 定义 ,但 它 也 
是 很 有 实际 意义 的 。 通 常 也 将 它 称 为 相应 初 边 值 问题 的 解 。 

2. 解 的 物理 意义 ”由 级 数 (3.15) 可 知 , 初 边 值 问 题 (1) 的 解 是 


U(X,t)= (Meos 2 + Bi sin -js A 
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的 登 加 ,上 式 又 可 写成 


ur(T,t) = Ncos(wt + 0,)sin Ey, (3.19) 


其 中 N, = AT+B’, ow, = 2 Se -A Sn i 

为 波 的 振幅 ,w， 称 为 圆 频率 ,0 称 为 波 的 初 位 相 。 由 于 上 式 中 常数 4=A/ 工 ， 所 以 当 固定 

时 , 圆 频率 ww 只 与 弦 本 身 的 性 质 ( 弦 长 1 ,张力 工 和 密度 。) 有 关 , 它 也 称 为 固有 ( 贺 ) 频 率 。 
于 是 ,w(x ,1) = Nisin 全 x*cos( wt + bi) 代 表 这 样 的 振动 波 : 在 所 考虑 的 纺 上 各 点 均 


在 物理 上 ,NN, 称 


以 同一 频率 作 简 谐 振动 ;它们 的 位 相 相同 ,而 振幅 | Nisin 如 z | 依赖 于 点 z 的 位 置 。 弦 上 位 
于 z= 加 (m=0,1,…,k) 处 的 点 在 振动 过 程 中 保持 不 动 , 称 为 节点 。 弦 的 这 种 形态 的 振动 


称 为 驻 波 。 于 是 ,u(x,i) 的 级 数 形式 (3.15) 表 示 自 由 振动 问题 (3.4) 一 (3.6) 是 由 一 系列 频 
率 成 倍增 长 , 且 位 相 不 同 \ 振 幅 不 同 的 驻 波 倒 加 而 成 的 ,所 以 分 离 变 量 法 又 称 为 驻 波 法 。 
弦 所 发 出 的 声音 ,其 音调 由 其 振动 频率 决定 ,而 声音 的 强度 则 决定 于 振动 的 振幅 。 弦 所 


能 发 出 的 最 低音 所 对 应 的 圆 频 率 就 是 其 最 低 固有 频率 %, = 到 ,这 个 音 称 为 弦 的 基 音 。 其 


余 的 圆 频 率 是 w, 的 整数 倍 , 称 为 泛音 。 二 
物理 上 这 一 事实 与 前 述 的 分 离 变 量 法 的 求解 结果 是 相符 的 。 
例 设 弦 的 两 端 固定 在 zx 轴 的 zx=0 及 =/!/ 上 ,在 点 xz=c(0<c<!/) 处 问 上 拉 起 有， 
而 后 放 开 作 自 由 振动 , 求 其 运动 规律 。 
解 以 x(z,i) 表 示 弦 上 各 点 的 振动 , 它 满足 (3.4) 一 (3.6) ,其 中 初始 条 件 可 写 为 
A (0<xz ce), 
u(r,0) = p(x) = (3.20) 
pe (Ee 
2 C0 = y(x)=0. (3.21) 
问题 的 解 w(x,t) 可 以 用 (3.15) 式 表示 ,由 于 y(x) 二 0, 故 所 有 的 B, =0, 又 由 (3.16) 式 知 
4 = 了 | p(s)sin 全 sa 


i 
了 | Lgsin 4 7dé 本 7| (! ~ §)sin Medé 


本 2h7° Sin Ke Arc 
Tr cl(L 一 C)R l 


于 是 得 到 


u(xz,t) = 3 2 2 一 Sin Kr gin Frcos re (3.22) 


3. 非 齐 次 方程 的 情形 ”现在 讨论 非 齐 次 方程 的 初 边 值 问题 


$3 初 边 值 问 题 的 分 离 变量 法 21 


a (3.23) 
pL: 0 Ay : 
(1D) :t=0:wu = 0,54 = 0， (3.24) 
t 
T=0 和 x=/:u=0. (3.25) 


和 $2 中 非 齐 次 波动 方程 初 值 问 题 的 情形 完全 类 似 , 此 时 也 成 立 着 如 下 的 
齐 次 化 原理 ” 若 W(x ,i;7) 是 初 边 值 问 题 


owW . (3.26) 


的 解 ( 其 中 r 宇 0 为 参数 ) , 则 
| wd(z,enar (3.27) 


就 是 初 边 值 问题 (11) 的 解 。 
令 : = 一 rt, 混 合 问题 (3.26) 就 化 为 


1 = 0: W = 0,577 = f(z,7), 0 
T=0 和 x=/:W = 0. 
由 于 方程 及 边界 条 件 都 是 齐 次 的 ,因此 (3.28) 和 混合 问题 (1) 属 于 同一 类 , 故 可 直接 应 用 上 
一 段 分 离 变量 法 所 得 的 结果 。 利 用 (3.15)、(3.16) 式 ,我 们 得 到 
kx 


W 三 本人) > Bi(r)sin Fer’sin SE 
k=1 


一 之 /Br)sin a(t — TT)sin 7 (3.29) 
而 
{ 
2 二 | f(r)sin Seedé. (9. 30) 


由 齐 次 化 原理 ,把 (3.29) 代 人 (3.27) ,就 得 到 混合 问题 (IIT) 的 解 为 
u(x,t) = | W(x,sr)ar 这 2)| Besin ee ( — tT)dr * sin RR (3.31) 


/ 
类 似 于 定理 3.1, 可 以 证 明 , 在 f(x,t)E€EC? 以 及 在 端点 满足 条 件 
f(0,2)= f(1,t)=0 
的 假设 下 ,级 数 (3.31) 确 实 是 定 解 问题 (I1) 的 解 。 
4. 非 齐 次 边界 条 件 的 情形 ”最 后 ,我们 讨论 弦 振 动 方程 具 非 齐 次 边界 条 件 的 初 边 值 问 
题 , 即 
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27 D 7 人 4， 9 和 
9 
t=0:u-= P(x), 37 = J (x), (3.33) 


r=0:u= u(t), 

Pe a CS 
这 里 , 除 函 数 og(7+),y(z),/(x,i) 满 足 前 面 所 给 的 条 件 外 ,还 设 函 数 jy,(1),p.(1) 具 有 二 
阶 连续 导数 , 且 1,(0)= (0)=0。 利 用 全 加 原理 ,这 个 问题 可 以 分 解 为 问题 (1) CID 以 及 


9 us yo Ws 
2 他 Us (3.35) 
9 7 
(人 (3.36) 


T=0: us= u(t), 
ds (3257) 
而 问题 (3.32) 一 (3.34) 的 解 为 
&U 一 MI 十 MK， 十 23. 
男 一 方面 ,问题 (3.35) 一 (3.37) 也 可 以 归结 为 初 边 值 问 题 (1) 及 (I1) 来 求解 ,为 此 只 要 
通过 未 知 函数 的 适当 变换 把 边界 条 件 化 为 齐 次 即 可 。 例 如 , 知 令 


U(z,1) = (t+ 了 (pa ~ p(t)) (3.38) 
易 见 它 是 一 个 满足 边界 条 件 (3.37) 的 函数 。 再 作 变换 
V=u,-U (3.39) 
引入 新 的 未 知 函 数 V, 易 知 它 满足 非 齐 次 方程 
< > a9” T 5 5 
a p(t) p(t) pt) 
和 非 齐 次 初始 条 件 
V = u(x,0) - U(x,0) =- p.(0) — TCp2(0) - p1(0)), 
t = 0: 
= Cu) (x,0) ~ U(x,0) =— p1(0) 一 于 (ua(0) ~ p10)), 


同时 V 又 显然 满足 齐 次 边界 条 件 。 因 此 ,可 根据 悉 加 原理 用 前 两 段 的 方法 解 出 V ,进而 由 
(3.39) 式 ,立即 可 以 得 到 初 边 值 问题 (111) 的 解 
Ua(ZX,t)= V(rz,t) + U(x,t). 


习 题 
1. 用 分 离 变 量 法 求 下 列 问 题 的 解 : 


du ,9 


= 4 pr 
or Or’”’ 


9 
(1) | =x(l-x) (0<x<)), 
l at t=0 


u(0,1)=u(il,t)=0. 
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= du 二 
u(0,)=0, jz!,t)=0, 


(2) 
n(7,0)= 了 x， 
(x,0) =0. 
2. 设 弹 筑 一 端 固定 ,一 端 在 外 力作 用 下 作 周 期 振动 ,此 时 和 定 解 问题 归结 为 
站 
EF 
u(0,2)=0, ul(l,1)= A sin wt, 
u(x,0)= T(z,0)=0, 
求解 此 问题 。 
3. 求 弦 振动 方程 
Us a uu =0, 0O<x</l, 1>0 
满足 以 下 定 解 条 件 的 解 : 
(1) ul|,-o= u,|,.,=0, 
eC 
D7 ! 27 
人 
| pe 晤 小 


4. 用 分 离 变量 法 求解 初 边 值 问 题 : 


其 中 g 为 常数 。 
5. 用 分 离 变量 法 求 下 面 问题 的 解 : 


97? 9 oa? 
0 (D0) 


$4 ”高 维 疲 动 方程 的 柯 西 问题 
1. 膜 振动 方程 的 导出 ”从 本 节 起 讨论 高 维 波动 方程 。 首 先 以 膜 振动 问题 为 例 导出 二 
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维 波动 方程 。 所 谓 膜 是 指 弹性 固体 薄片 ,与 弦 振 动 的 情形 相仿 ,在 考虑 它 的 振动 时 我 们 作 以 
下 几 个 基本 假设 : 

1. 膜 的 厚度 很 小 ,从 而 可 以 视 为 一 张 曲面 。 膜 是 均匀 的 , 它 的 面 密度 o 是 常数 。 

2. 膜 的 平衡 位 置 在 一 平面 内 , 膜 上 各 点 在 垂直 这 一 平面 的 方向 上 作 微 小 振动 , 膜 所 受 
到 的 外 力 均 与 该 平面 垂直 。 

3. 膜 是 柔软 的 , 它 对 弯曲 变形 不 会 产生 任何 抵抗 力 。 

将 膜 的 平衡 位 置 置 于 平面 Ozy 中 ,以 u(x,y,z) 记 膜 在 (xz,y) 处 在 时 刻 7 的 位 移 , 可 以 
用 类 似 于 推导 终 振动 方程 的 方法 来 推导 膜 振 动 方程 。 

对 于 一 个 紧张 着 的 薄膜 , 耕 它 满足 上 面 的 基本 假设 , 则 在 注 膜 上任 一 点 的 张力 TT 是 常 
值 ( 其 证 明 见 附录 II)。 这 时 , 帮 过 薄膜 上 指定 点 已 沿 某 一 方向 作 一 个 截 口 !, 则 该 薄膜 位 于 
/ 两 侧 的 部 分 分 别 对 于 对 方 有 单位 强度 为 工 的 拉力 ,拉力 的 方向 与 曲面 法 向 垂直 ,又 与 / 方 
阿 相 垂直 。 

于 是 ,为 推导 膜 振 动 方程 ,在 膜 上 任 取 一 小 块 4, 它 在 Oxy 平面 上 的 投影 为 0( 见 图 
1.10, 在 图 中 为 了 看 得 清楚 起 见 ,将 A 的 位 置 抬 高 了 )。 以 下 来 计算 在 时 间 段 (1 ,t+Azi) 内 
作用 于 膜 块 A 的 冲 量 以 及 该 时 间 段 内 这 一 小 块 膜 的 动量 变化 。 


x 


图 1.10 


先 考察 作用 在 A 的 边界 上 的 张力 。 设 4 为 A 的 边界 , 它 在 Ozy 平面 的 投影 为 T"。 以 工 
表示 曲线 4 的 切线 方向 ,v 表示 A 的 法 线 方向 ,s 表示 曲线 工 的 切线 方向 ,n 表示 平面 上 厢 
的 法 线 方向 。 因 此 张力 的 方向 与 txXv 的 方向 一 致 。 膜 的 位 移 用 u(xz,y,t) 表 示 ,A 的 
方程 为 w= u(xz,y,t), 曲 面 法 线 v 的 方向 可 以 取 为 (一 u,, 一 u,,1)。 

现在 考察 方向 r, 因 8 的 方向 为 


(cos(zx,s),cos(y,s),0), 
故 的 方向 可 以 到 为 


[cos(z ,5) ,co0s( ys), a) 
所 以 ffXv 的 方向 可 取 为 (a ,as ,a;), 其 中 


a 9 1 
a1 = Cos(y,s) + Fu 
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9 
a; = —cos(x,s) Four 


9 
a1= ucos(y,s)— ucos(X,s)=u,cos(x,n)+u,cos(y,n) = 
n 


由 此 可 知 ,张力 了 在 垂直 方 丫 的 分 量 是 


T,=T 


由 于 uu, 以 及 < 都 是 小 量 , 故 Ts:T 了 
根据 以 上 的 分 析 知 , 沿 着 曲线 A ,张力 的 合力 为 
而 在 面积 A 上 膜 所 受 外 力 的 合力 为 
| EG,y,t) drdy, 


所 以 在 时 间 段 (1 ,t+ At) 内 作用 于 A 的 冲 量 为 


. by T Fds + 二 Fe yt) drdy lar. (4.1) 
又 在 这 个 时 间 段 内 膜 块 A 的 动量 变化 为 
ee dzxdy. (4.2) 
J 9t BS 


因此 得 到 
三 | T 了 vd Fe ) drdy [dt 


= p (zy，t + At) ~ p 了 (zt |dzrdy. 
全 


假设 x 关于 xz,y 的 二 阶 偏 导 数 都 连续 ,利用 格林 (Green) 公 式 可 得 


加 | 


由 于 时 间 区 间 段 与 空 ; 间 区 域 2 的 任意 性 ,由 上 式 就 得 到 膜 振动 方程 


2 9 9 
= 7T (2 + ) + F(z, a 
Ar 9y 


T(E)+ Fz,y,t) - pa | drdydt = 0 


全 ar 
i = 上 ,就 得 到 膜 振动 方程 的 标准 形式 : 


其 中 f 称 为 方程 的 自由 项 。 受 外 力 FF 的 振动 称 为 强迫 振动 。 因 此 这 样 的 方程 也 称 为 膜 的 
强迫 振动 方程 。 当 f=0 时 ,方程 是 齐 次 的 ,此 时 的 方程 为 

| Wi 
称 为 膜 的 自由 振动 方程 。 方 程 (4.3) 及 (4.4) 也 称 为 二 维 波动 方程 。 
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2. 定 解 条 件 的 提 法 膜 振 动 方 程 的 定 解 条 件 同 样 有 边界 条 件 和 初始 条 件 两 种 。 

和 弦 振 动 的 情形 一 样 , 在 初始 条 件 的 提 法 中 单 有 初始 位 移 u(x,y,0) 是 不 够 的 ,因为 对 

两 个 相同 的 膜 , 如 果 它 们 的 初始 位 移 相 同 ,但 一 个 有 初始 速度 ,而 另 一 个 在 初始 时 是 静止 的 ， 

那么 它们 的 运动 情形 也 不 会 一 样 。 因 此 对 膜 振 动 方程 ,初始 条 件 的 提 法 通常 为 
| = g(x,y), 


9 (4.5) 
3 (wa) = Jy(x,y), 


其 中 g(x,y) 及 Jy(7r,y) 为 已 知 靖 数 。 

类 似 于 弦 振 动 方 程 的 情形 ,对 于 膜 振 动 方程 的 边界 条 件 的 提 法 ,通常 也 有 三 种 : 

(1) 腊 的 边界 固定 或 依照 一 已 知 函 数 随 时 间 而 变化 。 此 时 边界 条 件 的 提 法 为 

u(rz,y,t)|.=0 
或 
u(r,y,t)|r = p(x,y,t), (4.6) 

其 中 也 为 薄膜 的 边界 在 Oxy 平面 上 的 投影 曲线 ,y(xz,y,i) 为 已 知 函 数 。 这 种 边界 条 件 称 
为 第 一 类 边界 条 件 。 

(2) 薄膜 的 边界 可 以 在 一 个 光滑 的 柱 面 上 自由 滑动 ,不 受到 摩擦 力 的 作用 。 此 时 边界 
条 件 的 提 法 为 


了 = 0， (4.7) 
或 更 一 般 地 为 
了 | = pz,y,t), (4.8) 


其 中 ApLCzyyt) 为 已 知 图 数 。 这 种 边界 条 件 称 为 第 二 类 边界 条 件 。 
(3) 将 膜 固定 在 弹性 支承 上 ,此 时 ,边界 条 件 归 结 为 


(| 0 (4.9) 
其 中 o 为 已 知 正 数 。 也 可 以 考虑 更 普遍 的 边界 条 件 
(于 + = A(T,y,t), (4.10) 


其 中 jy.(z,y,i) 为 已 知 函 数 。 这 种 边界 条 件 称 为 第 三 类 边界 条 件 。 
对 于 膜 振动 方程 ,同样 可 以 提 柯 西 问 题 ,此 时 所 给 的 初始 条 件 为 
u(x,y,0) = P(zyy)， 
{aac = y(z,y), 
又 考察 电磁 波 或 声波 在 空间 传播 时 ,我 们 会 得 到 非 齐 次 的 三 维 波 动 方程 
‘1 2 /9°u 9u 9 
= 人 (4.12) 


或 齐 次 的 三 维 波动 方程 


-< ZX,y< oo. (4.11) 


du 二 9 3 和] 


BT . (4.13) 
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它 的 边界 条 件 与 初始 条 件 的 提 法 也 是 同上 面 类 似 的 。 
3. 球 平均 法 ”下 面 我 们 考察 高 维 波动 方程 柯 西 问题 的 求解 。 首 先 考察 三 维 波动 方程 
的 柯 西 问题 


> (3 > 2】 

人 je pa 

ot or 9y dz 
(4.14) 


slo = (za 和 | = wz 
首先 我 们 考虑 一 个 特殊 情形 , 即 如 果 初 始 资料 p(z,y,z),y(z,y,z) 具 有 球 对 称 性 的 
情形 。 这 时 ,ov 与 仅 为 变量 r=V x + y + x 的 也 数 ,我 们 可 寻求 只 依赖 于 : 与 r 的 解 z 


二 u(r,t)。 这 样 ,(4.13) 可 以 写成 
9 1 , /9° u 2 9u 
EF “ 5 
与 _ 维 波动 方程 相 比 ,(4.15) 多 了 一 阶 导数 项 ,但 如 果 将 v= ru 取 为 未 知 函数 ,(4. 15) 又 可 
写成 


(4.15) 


dv ,9v 
FP EE 
它 与 一 维 波动 方程 的 形成 完全 相同 ,从 而 我 们 可 以 利用 达 朗 贝尔 公式 来 求 得 问题 (4. 14) 的 


具 球 对 称 形式 的 解 。 

对 于 一 般 初 始 资料 的 柯 西 问 题 的 求解 ,情形 要 复杂 得 多 。 受 上 面 讨论 的 启发 ,我 们 可 以 
用 球 平均 法 来 求 一 般 情形 下 柯 西 问题 的 解 。 球 平均 法 的 主要 想法 是 引入 一 个 关于 x(z，,y， 
z,t) 在 具有 不 同 球 心 .不 同 半径 的 球面 上 的 平均 值 函数 M. ,建立 M， 所 满足 的 偏 微分 方程 
与 相应 的 柯 西 问题 ,而 后 者 恰好 是 比较 容易 求解 的 ,然后 通过 M. 得 到 > 的 表达 式 。 球 平均 
法 首先 由 泊 松 (Poisson) 引 入 ,后 来 福 里 茨 ' 约 翰 (Fritz John) 将 这 一 方法 作 了 很 大 的 发 展 。 

为 了 以 后 的 公式 写 起 来 方便 ,我 们 也 常用 (zi ,zz,zs) 来 记 坐标 (z,y,z)。 机 
z, ,zi;) 是 在 整个 空间 上 连续 且 有 直到 二 阶 连 续 偏 导数 的 任意 函数 。 考虑 图 数 户 在 以 (zi， 
zz3) 为 心 \ 以 r 为 半径 的 球面 S. 上 的 平均 值 


M, (ziyzayzsyr) = 二 了 hd,o, (4.16) 
4 nr 


其 中 dc 表示 球面 S, 上 的 面积 微 元 。 
引 理 4.1 设 AEC- , 则 其 球 平均 图 数 Mi (zi ,72，X3;7) 也 是 二 次 连续 可 导 的 , 且 满 足 
方程 


9 2 
( we 7 Mi (tus tas rasr) -一 a PN OP (4.17) 


| 
(其 中 A= >) 2 ) 与 初始 条 件 


9M 
AM | ， = (i = 0. (4.18) 


r=0 


证 (4.16) 又 可 写成 
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MM (i Es) 二 | + ralyZzaz + ras, Zi + ras)dw, (4.19) 


3 


其 中 S, 为 单位 球面 ,在 其 上 a?+Q?+a:=1, 而 dw 为 单位 球面 上 的 面积 微 元 。 
将 (4.19) 对 zx,(i=1,2,3) 求 导数 ,可 得 


AM, = | i (4.20) 
而 南 复合 两 数 来 避风 % | 
全 -| ade = b> Fedo (4.21) 
应 用 格林 公式 ,就 得 到 
sar sna (4.22) 
其 中 D, 是 以 (zi ,x2,x3) 为 心 .r 为 半径 的 球体 。 再 对 求 导 一 次 ,可 得 
下 ev 让 (4.23) 


由 (4.20) (4.22) 及 (4.23) 式 ,就 知道 M, (z，,z，， zs ,7) 确 实 满足 方程 (4. [7 
令 r 一 0, 则 由 (4.19) 式 直接 得 出 , M, (zi ,zziyr) 趋 向 于 关 (z,zi,z)。 此 外 , 当 > 


2 [到 
与 2 同乡 


a r” 同乡 


一 0 时 ,按照 中 值 定理 ,(4.22) 式 中 的 三 重 积 


趋向 于 零 。 引 理 得 证 。 

由 于 M 满足 (4.18) , 故 将 M, 往 r<0 作 偶 延 拓 , 仍 有 M EC: 。 

现 设 u(x ,zx ,Xz;,t) 是 柯 西 问题 (4.14)、(4.15) 的 解 ,对 它 关 于 zi ,zx,, x， 作 球 平均 
函数 


MG 2 za) + raly Za + razy rx3 + ras,t)dw, (4.24) 
我 们 有 
引 理 4.2 设 wx(zi,zz,zs,t) 是 柯 西 问题 (4.14) (4.15) 的 解 , 则 由 (4.24) 定 义 的 M， 


作为 r ,zt 的 函数 ,满足 方程 


2“M 3 2 9 
了 一 巡 (元 + 二 网 :0 (4.25) 
与 初始 条 件 
NM. 2， = MC rs ), (4.26) 
9 
= ML) (4.27) 
91 :=0 


证 对 (4.24) 求 导 并 利用 (4.14) 式 可 得 
a“ AM = > 二 u(rt+ra,t)dw 


$4 高 维 波 动 方程 的 柯 西 问题 29 


-za 2 ul + ra,t)dw = i 


再 利用 引 理 4.1 中 的 (4.17) 式 ， 即 得 (4. 25)。 由 函数 u(x ,zx;,x;,t) 满 足 的 初始 条 件 
(4.15) 立 刻 可 推 得 (4.26) (4.27)。 引 理 证 毕 。 

将 M, (xi ,x2 ,ZX ,r,t)( 相 应 地 M, 及 M,) 往 ><0 方 向 作 偶 延 拓 , 则 它 在 - co<-< 
co ,t 宇 0 上 仍 满足 (4.25) 一 (4.27)。 于 是 , 视 x ,Xx ,X73 为 参数 ,uw(ziyziyvziyvryvr)= 
rM. (zi,X;,X3,r;t) 满 足 


9? 2 
u ar = 0， (4.28) 
一 rM, (ri, Xx, Tx3, 7), 
(4.29) 
ee 


ea 


定理 4.1 设 p6EC ,yEC’ ,那么 三 维 波动 方程 的 柯 西 问题 (4.14)、(4.15) 存 在 唯一 
的 解 


9 
Pe | 二 eal | (4.30) 


其 中 Sw 表示 以 点 M(z,y,z) 为 球 心 .at 为 半径 的 球面 ， dS 为 球面 的 面积 微 元 。 (4.30) 式 
称 为 泊 松 公式 。 
证 ”由 前 面 的 分 析 知 mw(zi,zyvziyryi)=rAM zyz zyr， t ) 可 以 表示 为 


也 = 于 [Cr + af)M， (rn (NM r -at)| 


1 ft 
+ za) M(x zs) dE (4.31) 
由 于 M, (zx PY ,ieE) 及 AM (zi 9 之 2 ;TX3s&€) 是 E 的 偶 男 数 ,有 


M, (Zi 之 2 a = 元 [(at 十 r)M, (Zi，Z2，Z3 ，C 十 广 ) 


=(a = rr)M, (rrr rat = 7)j+ | EM,(z, re ce ee ep Dl (4.32) 
UF)ar-r 
令 r 一 0 , 左 端 即 u (zi 3 之 2 ,ziyt), 通 过 计算 右边 的 极限 就 可 得 到 
u(x1s x2 T7351) = FLiMo zis ta zarat)]+ tMy( ris ra x3,0t). (4.33) 
它 就 是 (4.30) 式 ,这 同时 也 证 明了 解 的 唯一 性 。 


为 说 明 解 的 存在 性 ,只 需 验证 (4.30) 确 实 满足 (4.14)、(4.15)。 事 实 上 ,由 引 理 4.1 知 ， 
(4.30) 左 边 第 二 项 4M, 满足 


加 3 
gr tM (x, Ta, 73, at)) 二 EE Fz (My (zs T2737) ) | 


r= at 


3 2 
= [| 


广 三 at 
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一 [uarAM, (zx ob a i 
本 (4.34) 
(je 1M (Xx ,XX ,ZX ,at ) 满 足 方程 (4.14)。 显 然 ,1=0 时 u; 二 0, 且 由 引 理 


4.1, 有 


9 9 
5 7 = (M, 下 这 5 了) 一 (4.35) 


:=0 


又 记 人 tM, Cs 3 ,Qt), 则 类 似 于 (4.34) 可 知 以 | 满足 方程 
(4.14)。 由 于 该 方程 的 系数 为 常数 , 故 福 < 下 也 满足 方程 (4. 14)。 又 类 似 于 (4. 35) 可知 


二 Op( Zi 9 2 ,Zi) ,而 且 由 于 Ul] 满足 (4. 14) 


9 /9 Ui 9 
Eal at )] =3 生 
因此 ， 4 满足 (4.15) 中 的 两 个 初始 条 件 。 从 而 可 知 ， 人 :确实 为 柯 西 问题 


(4.14)、(4.15) 之 解 。 定 理 证 毕 
4. 降 维 法 ”现在 我 们 研究 二 维 波 动 方程 的 柯 西 问 题 


1 一 (0 


= [Au ] =A[e | ]=0. 


:0 


7 7 (4.36) 
[es = ( 9 ) ， 

1 i (4.37) 
We ys 


这 时 ,上 一 段 的 球 平均 法 不 能 直接 应 用 (请 读者 自行 思考 其 原因 )。 但 我 们 仍 可 利用 上 面 关 
于 三 维 波动 方程 柯 西 问题 的 求解 结果 来 解决 这 个 问题 。 这 是 因为 对 于 所 考察 的 二 维 波动 方 
和 柱 柯 西 问 题 的 解 u(x,y,i) 总 可 以 看 成 是 高 一 维 空间 (xz,y,z,t) 中 的 函数 (x,y,z,1)= 
LU(zyy,i)。 由 于 去 实际 上 和 自 变 量 > 无 关 , 因 此 满足 三 维 波动 方程 
Uy = a (Us + ,+ a) (4.38) 
及 初始 条 件 


Ew y), Ul.o = (rz,y), (4.39) 
其 中 g(xz,y),y(x,y) 也 已 视 为 空间 (xz,y,z) 中 的 函数 。 反 之 ,如 果 三 维 波动 方程 的 柯 西 
问题 (4.38)、(4.39) 的 解 z(x,y,z,t) 是 一 个 与 自 变量 z 无 关 的 函数 , 则 它 所 满足 的 方程 和 
初始 条 件 就 化 为 二 维 波动 方程 的 柯 西 问题 。 所 以 ,如 果 我 们 能 解 出 三 维 波动 方程 的 柯 西 问 
题 (4.38) (4.39) ,并 能 证 明 这 问题 的 解 z(x,y,z,t) 是 与 z 无 关 的 函数 ,那么 它 就 是 二 维 
波动 方程 的 柯 西 问题 (4.36) (4.37) 的 解 。 这 种 利用 高 维 波动 方程 柯 西 问题 的 解 得 出 低 维 
波动 方程 柯 西 问题 解 的 方法 称 为 降 维 法 。 

人 30 ) ， 人 


9 
d 
4na” ll . 


这 里 的 积分 是 在 三 维 空间 (zx ,y， -) 的 球面 Sw 上 进行 。 WY 9 及 少 都 是 和 > 无关 的 函数 ， 
因此 在 球面 上 的 积分 可 以 化 为 它 在 超 平面 z = 常数 上 的 投影 3%:(& 一 x)?+ (7-y) < 


4 = 可 
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图 1.11 
2272 上 的 积分 。 注 意 到 球面 上 的 面积 微 元 4S 和 它 的 投影 的 面积 微 元 do 之 间 成 着 如 下 的 
关系 : 


do = dS'cos 7, 
其 中 y 为 这 两 个 面积 微 元 法 线 方向 间 的 夹 角 (图 1.11) ,而 
有 人 
再 将 上 下 半球 面 的 积分 都 化 成 同一 圆 上 的 积分 ,这 样 ,就 可 以 把 (xz,y,z,t) 表 示 成 
(x,y,z,t) = iu(M ,ti) 
ll p(E€,n7) dédy 
Za et V(at) —(€-7x) -(y-y) 


(£€,7)déd 
| V (at)’ , ee 一 | 


9 ff p(xr+reos ,yt+r sin 0) 
be I G4 

“par (r+reos0,y+r sin 0) 
| | Me tr rdodr |， (4.40) 
它 的 确 是 和 z 无 关 的 函数 。 因 此 (4. 40) 式 就 给 出 所 考察 的 二 维 波动 方程 的 柯 西 问题 
(4.36) .(4.37) 的 解 , 它 称 为 二 维 波动 方程 柯 西 问题 的 泊 松 公式 。 

降 维 法 不 仅 适 用 于 波动 方程 ,也 适用 于 某 些 其 他 类 型 的 方程 。 在 许多 情况 下 ,此 方法 可 
以 使 我 们 从 多 个 自 变量 方程 的 求解 公式 中 ,推导 出 自 变 量 个 数 较 少 的 方程 的 解 。 

5. 非 齐 次 波动 方程 柯 西 问题 的 解 ” 非 齐 次 波动 方程 的 柯 西 问题 


这 a (Us Fu tur) +t f(r ys,t), (4.41) 
ul|,-o = 9， 

| (4.42) 
2 一 y 


总 可 以 分 解 成 两 个 问题 来 解决 :第 一 个 问题 是 求 齐 次 方程 (4.14) 满 足 非 齐 次 初始 条 件 
(4.15) 的 解 ,这 个 解 的 求法 已 由 前 面 的 泊 松 公式 (4.30) 给 出 ;第 二 个 问题 是 求 非 齐 次 方程 
(4.41) 满 足 齐 次 初始 条 件 
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ul|,-o = 0， 
my (4.43) 
的 解 。 
和 一 维 的 情况 一 样 , 上 述 的 第 二 个 问题 可 以 利用 齐 次 化 原理 求解 , 即 先 求 齐 次 方程 的 下 
述 柯 西 问题 
Ww = a (zs + ww + w, )， (4.44) 
wl|,-. = 0， 
的 = f(z,y,z,r) 3 
的 解 w(x,y,z,t;T), 然 后 关于 参数 r 积分 ,得 到 
本 | wry etir) dr, (4.46) 


它 就 是 柯 西 问题 (4.41)、(4.43) 的 解 。 我 们 同样 可 以 像 一 维 情况 ($2 第 5 段 ) 一 样 给 以 物 
理 上 的 解释 ,现在 我 们 仅 从 数学 上 进行 验证 。 

首先 验证 由 (4.46) 式 给 出 的 函数 x 满足 初始 条 件 (4.43)。 条 件 x| ，=0 的 满足 是 显 
然 的 。 今 验证 x, | -, =0。 由 于 


9u “9w(r,y,z,t;r) 


Dr 3 dr， 
利用 w 所 满足 的 初始 条 件 则 |,-. =0, 上 式 右 端 第 一 项 等 于 零 , 从 而 
9 ”9 to 
5 = 上 了 rdr， 


因此 lv 0s 
再 验证 函数 x 满足 方程 (4.41)。 为 此 ,将 上 面 最 后 一 式 再 关于 1 求 导 一 次 ,并 注意 到 
方程 (4.44) 及 条 件 (4.45) 的 第 二 式 , 得 


9 2 gzyyy zytir) 


5 > drt 


+ az(zyyyvzytir) 
Te 
t= 0 9t 


= f(x,y,z,t)+ aA| wdr = a’Au + f, 
0 


其 中 A=2rt st 。 这 就 是 说 函数 vx 满足 方程 (4.41)。 这 样 就 证 明了 (4.46) 式 确 


实 给 出 柯 西 问题 (4.41)、(4.43) 的 解 。 
现在 我 们 把 这 个 解 明 显 地 表示 出 来 。 根 据 泊 松 公 式 , 有 


wzr,y,zZ,t;rt) = 二 | EE br | oo dS, 
S 


u(t-r) 


因此 
u(x,y,z,t)= se) | [大 和] dsdr 


r 
S 
~ 


EAC ne 人 3 ) 
sy 


r 
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EE 


A a 


其 中 dV 表示 体积 微 元 ,积分 在 以 (x ，y， i 心 .以 at 为 半径 的 球体 中 进行 。 因 此 在 时 
刻 1 位 于 M(x,y,z) 处 解 x 的 数值 由 函数 了 在 时 刻 r=: -二 处 的 值 在 此 球 中 的 体积 积分 


表 出 , 称 这 样 的 积分 为 推迟 势 。 
在 二 维 的 情况 ,我 们 可 以 进行 类 似 的 讨论 。 


| yD A 
(en) A (4.47) 


习 题 
1. 利用 泊 松 公式 求解 波动 方程 的 柯 西 问题 : 
7 
(1) , 
u |, -=0， > + yz; 
Ur =a” (un + Uyy + Ws 
0) st 
7 之 ， zi |,.o =0. 


2. 试用 降 维 法 导出 弦 振 动 方 程 的 达 朗 贝尔 公式 。 

3. 求解 平面 波动 方程 的 柯 西 问题 
i = a (st wy) 
| 


u, [ee = 


4. 求 二 维 波动 方程 的 轴 对 称 解 ( 即 二 维 波动 方程 的 形 如 wu = u(r,t) 的 解 , 其 中 =v x ty )e 
5. 求解 下 列 柯 西 问题 : 


We (i + us)te wu, 
u | p(X 区 , 

ou 

一 Se yo 

2 76 PY) 


[提示 :在 三 维 波动 方程 中 , 令 u(ryysz,t)= er v(r,y,t).] 
6. 试用 齐 次 化 原理 导出 平面 非 齐 次 波动 方程 
Ws = (Ws ty) t+ fr, yt) 
在 齐 次 初始 条 件 
u | ,-。=0， 
u, 上 |. 守 宇 作 


下 的 求解 公式 。 
7. 用 降 维 法 来 求解 上 面 的 问题 。 
8. 解 非 齐 次 方程 的 柯 西 问题 : 
7 1 ) ， 


a 
us | -= + yz. 
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1. 依赖 区 域 决定 区 域 和 影响 区 域 这 一 节 中 将 利用 泊 术 松 公式 对 高 维 波动 方程 的 解 进 


34 第 一 章 波动 方程 
> 


行 讨论 ,揭示 波 的 传播 与 衰减 等 方面 的 性 质 。 首 先 ,与 弦 振 动 方程 相仿 ,我 们 引入 依赖 区 域 、 
决定 区 域 和 影响 区 域 的 概念 。 

先 考察 二 维 的 情形 ,在 (x ,y,t) 空 间 内 , 取 定 一 点 (x,，,y, ,1,)。 根 据 泊 松 公 式 (4.40)， 
解 在 这 点 的 数值 是 由 初始 平面 1: ==0 上 以 (zo, yo) 为 中 心 、at, 为 半径 的 圆 内 的 初始 条 件 
P(r,y) 及 y(x,y) 的 积分 所 表达 ,而 不 依赖 于 圆 外 p 和 vy 的 值 。 因 此 平面 :=0 上 的 图 

(x-70) +(y- ar (5.1) 
束 称 为 点 (x ,yo ,to ) 的 依赖 区 域 。 反 之 ,初始 平面 :=0 上 区 域 (5.1) 中 的 初始 资料 P 与 多 
唯一 地 决定 了 以 (xo ,yo ,to) 为 顶点 、 以 该 区 域 为 底 的 圆锥 体 区 域 (图 1. 12) 
Ce A CE A (3:;22 
上 的 解 。 因 此 ,圆锥 体 (5.2) 就 称 为 平面 :=0 上 圆 (5.1) 的 决定 区 域 。 

青 来 考察 初始 平面 上 一 点 (x ,yo,0) 的 影响 区 域 , 也 就 是 说 要 求 出 这 种 点 (x ,y,1) 的 全 

体 , 其 依赖 区 域 是 包括 点 (x。,y,,0) 的 。 易 见 这 种 点 满足 条 件 

(zi =x) +(y -ya (>0)， (5.3) 
它 在 (zx,y,7) 空 间 内 构成 一 个 以 (x,,y,,0) 为 项 点 的 圆锥 体 ,其 母线 与 1 轴 的 交角 为 arctan a 
(图 1.13)。 因 此 ,圆锥 体 (5.3) 称 为 初始 平面 上 点 (zu ,wm ,0) 的 影响 区 域 。 由 此 还 可 以 给 出 初 
始 平面 上 某 一 给 定 区 域 的 影响 区 域 , 它 就 是 由 此 区 域 上 的 每 一 点 所 作 的 圆锥 体 (5.3) 的 包 络 
面 所 围 成 的 区 域 。 从 这 里 可 以 看 到 , 锥 面 (x 一 x)?+(y-y) =a(t- to) 在 研究 波动 方 
程 时 起 着 很 大 的 作用 , 它 称 为 二 维 波动 方程 的 特征 锥 。 


下 (xo , yo, 0) 


图 1.12 图 1.13 


再 考察 三 维 的 情形 。 先决 定 空间 (zx,y,z,t) 中 一 点 (xz ,yo ,zo ,to) 的 依赖 区 域 。 根据 

泊 松 公式 (4.30), 解 在 这 点 的 数值 是 由 初始 平面 : =0 上 以 (xzoyyoyvzo) 为 中 心 .at 为 半径 

的 球面 上 的 初始 条 件 p 及 y 的 数值 所 完全 决定 ,而 和 此 球面 外 p 及 y 的 数值 无 关 。 因 此 超 

平面 上 =0 上 的 球面 

人 (5.4) 

就 是 点 (zx, ,y。 ,zo ,to ) 的 依赖 区 域 。 同 时 ,初始 平面 :=0 上 球面 (5.4) 内 部 区 域 的 决定 区 
域 就 是 以 它 为 底 、 以 (xz, ,yo ,zo ,to) 为 顶点 的 圆锥 体 区 域 

(a (5.5) 
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相应 地 ,初始 平面 :=0 上 一 点 (xo ,yo ,zo,0) 的 影响 区 域 就 是 锥 面 
(7 -Tri + (yy) +(z- -20) =at (rt>0). (5.6) 
初始 平面 上 任 一 给 定 区 域 的 影响 区 域 就 是 过 其 上 每 一 点 所 作 锥 面 (5.6) 的 全 体 所 形成 的 区 
域 。 我 们 把 锥 面 (x -ro)2+(y-y +(z- 2 = 二 a(t 一 t。)" 称 为 三 维 波动 方程 的 特征 
锥 。 
2. 惠 更 斯 (Huygens) 原 理 、 波 的 弥散 ”在 考虑 影响 区 域 .依赖 区 域 及 决定 区 域 时 ,三 维 
与 二 维 的 情形 有 显著 的 不 同 ,这 反映 了 三 维 与 二 维 波 动 传播 之 间 存 在 着 的 实质 上 的 区 别 ,我 
们 现在 分 别 讨 论 它 们 。 
首先 考察 三 维 的 情形 。 假 设 上 =0 时 在 点 (zu,yo,zo) 有 一 瞬时 扰动 ,点 (ro,yo,zo，,0) 
的 影响 区 域 是 锥 面 
(六 一 Ti) 二 (yy 一 + 一 2 放大 
对 固定 的 时 间 上, 它 表 示 一 个 以 (zuoyyoyzo) 为 中 心 .半径 为 ut: 的 球面 ; 随 着 时 间 的 增加 , 扰 
动 的 影响 面 以 速度 a 向 四 周 扩大 。 对 于 空间 一 点 (x ,yi1 ,zi) ,假设 它 和 (xz,, yo, zo) 的 距离 


为 7, 则 只 有 在 1。= 二 的 这 一 肯 时 ,这 一 点 才 落 在 扰动 面 上 (也 就 是 说 只 有 在 此 时 刻 此 点 才 


受到 瞬时 扰动 的 影响 ) ,过 后 又 回复 到 未 扰动 前 的 状态 。 如 果 在 点 (zu,yo,zo) 处 的 扰动 持 
续 进行 了 4 秒 , 则 在 点 (zi ,y ,zi) 处 所 受 扰动 影响 的 时 间 也 是 二 秒 , 过 后 仍 恢复 到 原来 状 
态 , 只 是 其 扰动 开始 较 点 (x,, yo，, zo) 迟 t。 秒 而 已 。 这 种 现象 的 最 典型 的 例子 就 是 声音 锯 
传播 ,从 某 个 声 源 发 出 声音 ,经 过 一 定时 间 后 传 到 耳 中 ,所 听 到 声音 的 长 短 和 发 出 的 声音 一 
样 。 

现在 考察 在 初始 时 某 有 界 区 域 2 中 有 一 个 扰动 所 产生 的 波 传播 的 情况 。 区 域 2 中 任 
一 点 M 处 的 扰动 ,经 时 间 1 后 , 它 传 到 以 M 为 中 心 .以 at 为 半径 的 球面 上 ,因此 在 时 刻 : 
受到 区 域 2 中 初始 扰动 影响 的 区 域 , 就 是 所 有 以 ME 0 为 中 心 .at 为 半径 的 球面 的 全 体 。 
当 1 足够 大 时 ,这 种 球面 艇 有 内 外 两 个 包 络 面 , 称 外 包 络 面 为 传播 波 的 前 阵 面 ,内 包 络 面 为 
后 阵 面 。 这 前 后 阵 面 的 中 间 部 分 就 是 受到 扰动 影响 的 部 分 。 前 阵 面 以 外 的 部 分 表示 扰动 还 
未 传 到 的 区 域 ,而 后 阵 面 以 内 的 部 分 是 波 已 传 过 并 恢复 了 原来 状态 的 区 域 。 因 此 当初 始 扰 
动 限制 在 空间 某 一 局 部 范围 内 时 , 波 的 传播 有 清晰 的 前 阵 面 和 后 阵 面 ,这 现象 在 物理 学 中 称 
为 惠 更 斯 (Huygens) 原 理 或 无 后 效 现象 。 它 对 信号 的 传送 与 接收 具有 重要 的 意义 。 

在 二 维 情况 就 很 不 相同 。 由 于 点 (x。, yo,0) 的 影响 区 域 为 锥 体 (5.3), 在 1=0 时 一 扩 
(xuyy ) 处 的 瞬时 扰动 经 过 时 间 上 后 的 影响 范围 不 是 圆周 而 是 整个 圆 


(rx-7x0) +(y— yo,) a'r’, 
随时 间 的 增加 它 以 速度 a 向 外 扩大 。 对 于 与 (zx, yo) 的 距离 为 7 的 一 点 ,经 过 = 一 后 开 


始 受 到 扰动 影响 ,但 随 着 时 间 的 增加 ,在 此 点 的 扰动 影响 并 不 消失 ,仍然 继续 发 生 作用 。 如 
果 初 始 扰动 给 在 (x,y) 平 面 上 的 一 个 有 界 区域 2 中 ,观察 在 区 域 2 外 的 任 一 点 Mo (xz, ,yo ) 在 
时 刻 t。 时 的 状态 u(xo ,yo,to)。 由 于 点 (zo ,yo ,to) 的 依赖 区 域 是 (5.1),u(zo ,yo,to) 的 
数值 由 以 (x, ,yw ) 为 中 心 而 半径 为 at 的 圆 内 各 点 的 初始 值 所 决定 。 因 此 ,如 果 记 a 为 目 


M, 到 区 域 9 的 最 近 点 的 距离 , 则 对 于 1。< 所 的 各 时 刻 , 函 数 wx( Mu ,t。) = 0, 即 扰动 的 影响 


36 第 一 章 波动 方程 


还 未 传 到 这 点 。 从 时 刻 ,= 和 开始 ,在 点 M， 处 就 受到 了 扰动 的 影响 ,而 且 此 扰动 在 以 后 


不 会 消失 。 不 过 由 于 (4.40) 式 中 分 母 有 az 出 现 , 随 着 1 的 增加 ,扰动 的 影响 是 愈 来 愈 弱 的 。 
因此 在 二 维 情况 ,局 部 范围 中 的 初始 扰动 ,具有 长 期 连续 的 后 效 特性 , 波 的 传播 有 清晰 的 前 
阵 面 ,但 没有 后 阵 面 , 惠 更 斯 原理 在 此 是 不 成 立 的 。 这 个 现象 称 为 波 的 弥散 ,或 说 这 种 波 具 
有 后 效 现象 。 这 是 二 维 波动 与 三 维 波动 的 一 个 本 质 区 别 。 

对 于 一 维 波动 方程 的 柯 西 问 题 , 若 初始 扰动 给 在 (z,y) 平 面 上 的 一 个 有 界 区 域 2 中 ， 
我 们 可 以 把 它 看 成 一 个 三 维 波动 方程 的 柯 西 问题 ,而 初始 扰动 在 一 个 截面 为 0 的 无 限 长 柱 
体内 发 生 , 且 不 依赖 于 坐标 z。 这 样 , 柱 体 上 不 同 点 对 于 空间 内 同一 点 的 影响 将 在 不 同时 刻 
发 生 ,由 此 我 们 可 以 想像 出 产生 后 效 现象 的 原因 。 在 实际 生活 中 水 波 可 以 近似 地 作为 平面 
上 二 维 波 的 例子 ,读者 可 以 从 水 波 的 传播 过 程 来 直观 地 理解 波 的 后 效 现 象 。 

我 们 这 里 所 讨论 的 波 的 传播 现象 并 不 仅 限于 二 维 与 三 维 空间 中 的 波动 方程 。 1 
明 ,在 空间 维 数 ”是 奇数 时 ( 除 n=1 外 ), 对 波动 方程 总 成 立 前 述 的 惠 更 斯 原理 ;而 当空 
维 数 n 是 偶数 时 ,总 有 波 的 弥散 现象 发 生 。 

3. 波动 方程 解 的 衰减 ”现在 研究 当 :一 + co 时 ,波动 方程 柯 西 问题 (4.14) (4.15) 解 的 
渐 近 性 态 。 假 设 初始 资料 p 及 少 满足 泊 松 公式 所 要 求 的 光滑 性 条 件 ,并 在 一 有 界 区 域外 恒 
等 于 零 ( 称 为 具有 紧 支 集 ), 即 设 初始 扰动 局 限 在 一 个 有 界 区 域内 。 那 么 ,由 于 初始 扰动 要 向 
全 空间 扩散 ,所 以 很 自然 会 想到 扰动 应 该 随时 间 的 增加 而 衰减 。 这 就 是 本 段 要 讨论 的 问题 。 

Ce J 全 公式 (4.30) 进 行 改 写 。 由 于 


i | i 1 tp(zx1 + atai za + atas, rs + ata;) dw, 
其 中 dw 为 单位 球面 的 面积 微 元 。 对 + 求 导 一 次 ,可 得 


| 

= 一 (一 一 -一 dS 

De 人 ) 
Sr 


一 J p(X + ata)dw + J pA + ata) adw) 


-overom MM JdSw. 


其 中 AM 办 妹 放 让 的 这 办 站 而 dSw 为 面积 微 元 。 于 是 , 泊 松 公式 (4.30) 可 写成 
Ov pr || Lg M’) + pop(M)+VoM). MM ldsS,. (5.7) 
奉 初 始 资料 p ,yy 具有 紧 支 集 , 则 存在 一 个 常数 p>0, 使 o 及 y 在 以 原点 为 中 心 、o 为 
半径 的 球 B2 外 恒 为 零 ,而 在 球 Bo 内 成 立 
yipll3el<o Ce (5.8) 


其 中 C, 为 一 个 正常 数 。 已 知 柯 西 问题 的 解 u(xz,t) 由 (5.7) 式 给 出 。 但 由 于 po,y 及 6 的 
一 阶 偏 导数 仅 在 B2 内 不 为 零 ,上 述 积分 仅 需 在 SY mi Bo 上 进行 。 由 于 |MM”| = at, 故 
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(5.7) 式 中 被 积 也 数 满足 


(MD + o(M)+YVoM). MM I< C+ CO,, (5.9) 
其 中 C,,C; 为 正常 数 。 此 外 ,球面 Ss 与 球 B? 的 交集 的 面积 不 超过 B” 的 表面 积 , 即 
(S” 门 B?) 的 面积 人 < 4xp. (5.10) 


于 是 , 当 t 之 1 时 


uM DS | gM) + pM ) + vy(M’'). MI Idsy 
4na’t 


M 


TR 
1 2 
Cd + Ca )，4ro 
a (5.11) 


其 中 C 为 一 正和 常数。 

(5.11) 就 是 三 维 波动 方程 柯 西 问题 的 解 的 衰减 估计 。 由 此 可 见 , 如 果 初 始 资 料 具有 紧 
支 集 ,那么 当 :一 ceo 时, 柯 西 问题 的 解 将 一 致 地 趋向 于 零 ,其 趋 于 零 的 阶 数 为 上 。 

对 于 二 维 波动 方程 的 柯 西 问题 来 说 ,如 果 初 始 资 料 具 有 紧 文集 ,那么 柯 西 问题 的 解 在 : 
-> co 时 也 将 趋 于 零 ,而且 通过 较 复杂 的 运算 还 可 以 证 明 解 将 以 :7 的 速度 趋 于 零 。 详 细 证 
明 此 处 从 上 略 。 

对 于 一 维 波动 方程 ( 蓄 振 动 方程 ) 的 柯 西 问题 ,由 达 朗 贝尔 公式 可 知 , 解 在 :一 co 时 没有 
衰减 性 。 


习 是 
1. 试 说 明 : 对 一 维 波动 方程 所 描述 的 波 的 传播 过 程 一 般 具 有 后 效 现象 。 
2. 试 说 明 :对 -- 维 波动 方程 ,即使 初始 资料 具有 紧 支 集 , 当 :一 + % 时 其 柯 西 问 题 的 解 没有 衰减 性 。 
3. 设 w 为 初始 资料 g 及 y 具有 紧 支 集 的 一 维 波动 方程 的 解 。 试 证 明 ;对 任意 固定 的 (x。 ,yo)ER ,成 


lim u(ry, yost) = (0. 
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在 前 面 几 节 中 已 经 研究 了 波动 方程 柯 西 问题 解 的 存在 性 ,并 且 在 某 些 特殊 区 域 的 情形 
也 可 以 用 分 离 变量 法 得 到 初 边 值 问 题解 的 存在 性 。 在 本 节 中 我 们 要 考察 这 些 定 解 问题 解 的 
唯一 性 和 稳定 性 , 即 研究 除了 所 得 到 的 解 外 是 否 还 有 其 他 的 解 ,以 及 解 是 否 连 续 依赖 于 定 解 
条 件 的 问题 。 为 研究 这 些 问 题 ,我 们 将 介绍 能 量 积分 方法 。 这 个 方法 适用 范围 很 广 ,对 一 大 
类 方程 的 解 的 唯一 性 .稳定 性 .甚至 存在 性 的 证 明 都 起 着 关键 的 作用 。 为 了 叙述 简单 起 见 ， 
我 们 限于 对 二 维 的 情形 进行 讨论 。 

1. 振动 的 动能 和 位 能 “在 研究 没有 耗损 力 的 力学 问题 中 ,能量 守 恒 律 起 了 很 重要 的 作 
用 。 对 于 膜 振动 问题 ,总 能 量 由 动能 与 位 能 两 部 分 组 成 ,它们 都 可 用 二 重 积 分 来 表达 ,其 和 
称 为 能 量 积分 。 下 面 我 们 导出 它们 的 表达 式 。 

采用 $ 4 中 建立 的 坐标 系 ,振动 的 动能 应 等 于 
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BE 到 we (6.1) 


其 中 Q 是 薄膜 在 Oxy 平面 上 的 投影 区 域 。 

现在 考察 位 能 的 表达 式 。 首 先 假设 薄膜 没有 外 力 的 作用 。 我 们 知道 ,使 膜 变形 时 所 做 
的 功 ,一 部 分 变 为 膜 的 位 能 ,而 另 一 部 分 能 量 则 通过 膜 的 边界 流出 。 对 2 内 的 任 一 子 区 域 
92", 按 8$4.1 的 推导 ,作用 在 区 域 0 上 的 张力 在 与 Oxy 平面 垂直 方向 分 量 的 合力 等 于 


> u ou 
Tr 9 ardy (6.2) 
由 此 可 见 ,张力 在 与 Oxy 平面 垂直 方向 分 力 的 面 密 度 为 
-( 汪 引 | 
az ay’ | 


设 在 时 刻 + 时 , 膜 从 原来 的 位 置 作 微小 改变 Su ,此 时 反抗 张力 所 作 的 功 为 


+ 由 [元 a Fu) |drdy 


gd 并 y 
口 
= (0u) + 到 声 Gu) |dzdy -|， 2 (6.3) 
TOX dn 


上 式 右边 的 第 二 项 是 利用 格林 公 \ 式 得 到 的 , 它 表 示 沿 边界 膜 对 支承 作用 力 在 垂直 方向 的 分 
量 对 支承 所 做 的 功 , 它 也 就 是 能 量 的 流出 量 。 
不 计 Su 的 高 阶 项 ,(6.3) 右 端的 第 一 项 可 以 写 为 


到 (+ + (2 ) Jaray 
-于 的) 的] 区 
下 的， 的] a 


表示 振动 的 位 能 ,(6.4) 式 表示 位 能 的 增加 量 ， 记 为 SV。 
在 有 外 力 的 情形 ,将 外 力 密度 也 考虑 进去 , 则 有 


aw =- [TT(2+ 3 二 F Budzdy, (6.6) 
六 


-JE (le 
为 外 力 下 作用 下 薄膜 的 位 能 。 
2. 初 边 值 问 题解 的 唯一 性 与 稳定 性 ”现在 我 们 讨论 膜 振动 方程 的 初 边 值 问题 


因此 ,可 以 用 积分 


于 是 可 得 


drdy (6.7) 
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ur = a (u,.+u,)+f, 
np CD), 

区 请 = J(x,y), 

u | = u(r,y,t), 


这 里 本 表示 膜 0 的 边界 。 
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(6.8) 


(6:9) 


(6.10) 


我 们 知道 在 没有 外 力作 用 的 情况 下 ,薄膜 振动 的 能 量 应 该 是 守恒 的 。 在 上 段 中 已 经 得 


到 薄膜 的 动能 U 和 位 能 V 的 表示 式 , 它 们 分 别 可 写 为 


EL 7 |ewiadrdy ; 
n 


V = 于 ce 十 u’ ) drdy, 
[fF 


其 中 o 是 密度 ,T 是 张力 。 这 样 ,( 不 计 一 个 常数 因子 ) 薄 膜 的 总 能 量 可 写成 
E(tz) = |[ +a (xz + wu)l]dzrdy, 


其 中 2 由 于 在 没有 外 力 的 作用 下 ,总 能 量 应 该 守 便 ,因此 就 应 有 
由 这 一 事实 将 可 以 推出 初 边 值 问题 (6.8) 一 (6. 10) 的 解 的 唯一 性 。 

下 面 我 们 先 从 数学 的 角度 来 证 明 (6.14) ,也 就 是 证 明 对 于 满足 齐 次 波动 方程 

Us = a’(u,,+ xz ) 
及 齐 次 边界 条 件 
u 几 = 0 

的 任 一 函数 u(x,y,t), 成 立 (6.14) 式 。 

事实 上 ,由 (6. 10)' 式 利用 格林 公式 容易 得 到 


= 2||[ uu + a (uu + uus) drdy 
全 


:| UU 一 a“( UU 十 My ) ] drdy 


0 
一 ?| Lu = a (u,, + u,,) ] drdy, 


(6.11) 


(6.12) 


(6.13) 


(6.14) 


(6.8) 


(6.10) 


(6.15) 


再 利用 (6.8) 式 就 知道 它 等 于 零 。 这 就 是 说 ,下 (:) 是 一 与 上 无 关 的 常数 ,因此 (6.14) 式 成 


YY ,Bh E(t)=E(0), 


现在 我 们 利用 总 能 量 守 恒 的 事实 来 证 明 初 边 值 问题 (6.8) 一 (6.10) 的 解 的 唯一 性 。 事 
实 上 , 设 ww ,zx; 是 该 定 解 问题 的 两 个 解 , 则 其 差 x = u, - u, 满足 相应 的 齐 次 方程 及 齐 次 边 


界 条 件 , 因 此 在 初始 时 刻 有 EF(0)=0, 故 


E(D) = | + ar(us + u)]drdy = 0， 
他 


即 
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由 =z=z=0 或 u(x,y,t)= const. 
又 由 于 在 初始 时 刻 wu = 0, 故 得 
J 
这 样 就 证 明了 问题 (6.8) 一 (6.10) 的 解 的 唯一 性 。 因 而 得 到 
定理 6.1 波动 方程 初 边 值 问 题 (6.8) 一 (6.10) 的 解 如 果 存 在 的 话 , 它 一 定 是 唯一 的 。 
以 下 利用 能 量 积分 方法 来 讨论 初 边 值 问 题 


Ur = a (uw + u,)+f, (6.16) 
7 p(x,y), 

6.17 

ee P(E) , | 

uln=0 (6.18) 


的 解 关于 初始 条 件 与 方程 右 端 的 连续 依赖 性 。 此 时 ,由 于 外 力 不 等 于 零 ,能 量 并 不 守恒 ,但 
从 (6.15) 式 可 以 得 到 


= aarady < Madray + razdy < EC() + Fazdy. (6.19) 
n 0 1 


以 e- 乘 上 式 左右 两 边 , 可 得 
(erE(D)) < ef azray. 
再 从 0 到 + 上 积分 上 式 , 得 
E(t1) < e(E(O) + [ef a 
于 是 对 0 二 1:T, 就 有 
E(1) < CCE(0) + | fF drdyar), (6.20) 


其 中 Cu 是 一 个 仅 与 荆 有 关 的 正常 数 。 
进一步 还 可 以 得 到 函数 u(x,y,t) 本 身 平方 模 的 估计 。 记 


FE,(t) = | Cr,y, adrdy. (6.21) 
关于 1 求 导数 ,得 
dE, 
= 2 drdy < dzxdy + | widrdy < E(t1)+ E(t). 


然后 把 e“ 乘 上 式 两 端 得 
Fe Ei) Se E(t), 
再 从 0 到 上 积分 上 式 , 得 到 
E,(1) < eE,(0) + “| eiE(r)ar. (6.22) 
结合 (6.20) 式 ,就 得 到 对 0 二: 二 荆 成 立 
E(D + E(t) < C(E(O) + EC0) + [ [ff dradydr), (6.23) 
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其 中 C 是 一 个 只 与 了 有关 的 正常 数 。(6.23) 或 (6.20) 称 为 能 量 不 等 式 ,或 能 量 估计 式 。 这 

个 估计 式 是 在 假设 解 存 在 的 前 提 下 得 到 的 ,具有 这 种 特点 的 估计 式 均 称 为 先 验 估 计 式 。 
利用 能 量 不 等 式 ,我 们 立刻 可 以 就 初 边 值 问 题 (6.16) 一 (6.18) 的 解 对 初始 条 件 与 右 端 

项 的 连续 依赖 性 作出 如 下 的 论断 。 为 了 记号 简单 起 见 ,对 于 定义 在 区 域 2 上 的 函数 P 和 和 定 


义 在 区 域 (0,T)x2 上 的 函数 /我 们 常 以 | op | op) 和 上 Ex 站 别家 未 (paray) 


of eres) 
定理 6.2 波动 方程 初 边 值 问题 (6.16) 一 (6.18) 的 解 u(xz,y,t) 在 下 述 意 义 下 关于 初 


始 值 (og,y) 与 方程 右 端 项 上 是 稳定 的 :对 任何 给 定 的 es>0, 一 定 可 以 找到 仅 依 赖 于 s 和 工 
的 7>>0, 只 要 


1 -9 Lo0) Sy | Plr ”92xz [a < 7， 
| 9,, ~ Pp2y Er < 7， | pi 一 yy. | L200) 委 7， (6.24) 
区 L2((0,T)xp) < 7 
那么 以 (pi ,yi ) 为 初 值 、 记 为 右 端 项 的 解 ui 与 以 (gp, ,yi) 为 初 值 、f, 为 右 端 项 的 解 u, 之 
差 在 0 委 : 委 了 上 满足 


| ul US | L2(0D) < E， ja, ~ 2 | Ee, (6.25) 
|u, ~ U2y | 入 e， | Ul Uy a Ee. 
证 记 wv(zryy,1) 二 u(ryy;y1) 一 w(x,y ;1), 则 v(x,y,t) 满 足 
vr = a (v,+v,)+f-f, (6.26) 
v| ,0 = oi(r,y) - p(x,y), 
| ee % (6.27) 
v, [ee 一 pi(r,y) i (ys 


v|. = 0， (6.28) 
从 而 利用 能 量 不 等 式 (6.23) 即 得 所 需 之 结论 。 
3. 柯 西 问题 解 的 唯一 性 与 稳定 性 现在 考察 波动 方程 的 柯 西 问题 。 我 们 同样 可 以 利 
用 能 量 的 关系 式 来 研究 其 解 的 唯一 性 和 稳定 性 。 但 如 果 要 计算 整个 平面 := 常数 上 的 能 
量 ,此 时 积分 
E,(z) = [+ eus + wus)]dzrdy (6.29) 


可 能 是 发 散 的 ,因此 只 能 计算 在 (x ,y) 平 面 的 某 个 有 限 区 域 2 上 的 能 量 。 在 区 域 2 上 ,由 
于 能 量 在 边界 上 的 流 进 与 流出 , 它 的 总 量 不 一 定 会 是 常数 了 。 因 此 我 们 考察 一 个 随时 间 增 
加 而 缩小 的 区 域 02, , 它 在 (xz ,y,t) 空 间 构 成 一 个 特征 锥 天 (图 1.14): 


(zr- x0) +(y-y) RR(R -at)’. (6.30) 
锥 体 K 在 平面 :=0 上 的 截面 即 其 底面 是 一 个 圆 
0:(z-zo) +(y-y) ER’, (6.31) 


而 锥 体 K 就 是 底面 Qu 的 决定 区 域 。 在 时 刻 上 时 ,区域 
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(xo， yo) 


图 1.14 
Q(zr- ro) t+(y- wR-at) (6.32) 
上 各 点 处 解 的 数值 由 圆 (6.31) 上 的 初始 条 件 所 完全 决定 ,在 圆 (6.31) 外 的 能 量 在 时 刻 : 时 
不 会 传 进 圆 2, 中 。 因 此 在 区 域 2, 上 薄膜 的 总 能 量 不 会 超过 09。 上 的 总 能 量 , 即 应 有 
下 (0 ) 委 下 (2)。 现 在 我 们 用 数学 方法 来 证 明 这 个 事实 。 
以 下 证 明和 在 x(z,y,i) 在 特征 锥 K 内 满足 齐 次 波动 方程 
Wy (6.8) 
则 在 K 内 任 一 截面 0, 上 成 立 能 量 不 等 式 


E,(0)=| [ur +a’ (us + wu)]drdy 
9 


< | real + wu)]adrdy = E(Q,). (6.33) 


事实 上 ,这 只 要 证 明 E,(0Q,) 在 0<t 过 关中 是 1 的 单调 减少 函数 即 可 。 为 此 考察 


dE,(0,) 
dt 


有 | [ur+a’(u’ + u’,)]drdy 


(Cra) ty-y0) SR-ar)? 
a Ee + a’ (us + us)l]dsdr, 
其 中 r=V (zx 一 zo) +(y 一 yo) ,ds 表示 圆 弧 的 线 素 rdg。 利 用 复合 函数 求 导 公 式 即 得 


惟一 cf pn2r 
人 ， 4b 2| | UU 十 CQ (uu, 十 uyuy ) | dsdr 


一 a| [ui +a’(u® + us)]ds, 
r 


其 中 ,为 区 域 9, 的 边界 。 再 由 格林 公式 ,可 将 上 式 写 为 
dE， ) _ | "al 


— a’(u,, + u,) |dsdr 


| [ec [wu,cos(n, rz) + uucos(n,y)] 
rT 
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= FLu A us )] | ds. 
注意 到 ,由 于 满足 方程 (6.8) ,上 式 右 端 第 一 项 积分 为 零 , 而 第 二 项 沿 卫 ， 的 线 积分 的 被 
积 函 数 


a 
a [uu,cos(n,zr)+ uu,cos(n,y)] 一 [ui + a2(z 十 xz )] 


二 一 FL(au. u,cos(n ,xz)) 十 (au, u,cos(n,y)) ] 0， 
因此 
委 0. (6.34) 


这 就 证 明了 (6.33) 式 。 
利用 能 量 不 等 式 (6.33) 立 即 可 以 得 出 
定理 6.3 波动 方程 (6.8) 取 初始 条 件 
| = 
J J(x,y) 6 
的 柯 西 问题 的 解 是 唯一 的 。 
证 ”我 们 只 需 证 明 方程 (6.8) ,具有 零 初始 条 件 的 解 必 为 零 解 。 事实 上 利用 能 量 不 等 
式 (6. 33) 立 即 可 以 得 出 ， 如 果 1 =0 时 ， 
u(r,y, 0) = 了 (zy， 0)=0,， 
就 有 五 (Oo)=0, 从 而 E,(0,) 也 只 能 等 于 零 ， 因此 u, = u, = wu, 夺 0, 即 w 寺 三 常数 。 再 根据 
初始 条 件 u 在 锥 体内 的 连续 性 得 出 二 0。 这样 就 证 明了 柯 西 间 题解 的 唯一 一 性 。 
还 可 以 利用 能 量 积分 方法 建立 波动 方程 柯 西 问题 解 的 稳定 性 。 如 对 于 齐 次 波动 方程 的 
柯 西 问 题 ,我 们 有 
定理 6.4 波动 方程 (6.8)' 取 初始 条 件 (6.35) 的 柯 西 问 题 的 解 在 下 述 意 义 下 关于 初始 
值 是 稳定 的 :对 于 任何 给 定 的 es>0, 一 定 可 找到 仅 依赖 于 s 和 了 的 7 >0, 只 要 
|p -gov 入 7，|p gzzjzcoo 科 7， 


| py — pz (0) SS jy — pa) ,2 :op ) SS 
则 对 应 于 初始 值 (g, ,yi ) 的 解 x 与 对 应 于 初始 值 ( q; , y,) 的 解 ui 的 差 在 0<<: 壹 荆 上 成立 
| Ul Uz | L*(0,) < e， | MUir U2 ze， < e， 


(6.36) 


一 
Pu, 一 U2y | < e， | Ul, U2 De < e， 
f ft 


又 在 锥 体 K 上 成 立 
| = ual zr, = ee ee (6.37) 
证 ”对 于 任何 满足 齐 次 方程 (6.8) 的 函数 u(xz,y,t), 引 进 积分 
E,(0,) = [| Ce,y,t) drdy. (6.38) 
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将 它 关 于 1 求 导 ,得 到 


dbs 0 
UE ol F7drdy - a| uds 


Se By en yi 


< < El0,) Ei)s 
于 是 与 (6.22) 相 仿 , 可 得 


E,(0,) < e'E,(0,) +| 2 (6.39) 
0 


结合 (6.33) 就 得 到 对 于 0 过 :过 尺 成 立 


Ei(Q) + EL(Q,) < CE (Q,) + E,(Q,)), (6.40) 
从 而 成 立 (6.36), 再 关于 1 积分 即 得 (6.37)。 
习 题 

1. 对 受 摩 掠 力作 用 且 具 固定 端点 的 有 界 弦 振动 ,满足 方程 

其 中 常数 c >0, 证 明 其 能 量 是 减少 的 ,并 由 此 证 明 方 程 
Ui = a uu,, cuwutf 

的 初 边 值 问题 解 的 唯一 性 以 及 关于 初始 条 件 及 自由 项 的 稳定 性 。 

2. 证 明 晴 数 /zi 在 G:0 受 zx 过/ ,0 所 1 声 T 作 微 小 改变 时 ,方程 


0 人 0 
ap 1 ox 2 


(其 中 (xr)>0.g(x)>0 和 fA(7,t) 都 是 -- 些 充分 光滑 的 函数 ) 具 固定 端点 边界 条 件 的 初 边 值 问题 的 解 在 
G 内 的 改变 也 是 很 微小 的 。 
3. 证 明 波动 方程 


(£(x)94 3 -ra Fr 


un = a (u,, +u, Cr Yt) 
的 自由 项 /在 L*(K ) 意 义 下 作 微小 改变 时 ,对 应 的 柯 西 问题 的 解 在 L? (K ) 意 义 之 下 改变 也 是 微小 的 。 
4. 固定 端点 有 界 弦 的 自由 振动 可 以 分 解 成 各 种 不 同 固有 频率 的 驻 波 ( 谐 波 ) 的 释 加 , 试 计算 各 个 驻 波 
的 动能 和 位 能 ,并 证 明 弦 振动 的 总 能 量 等 于 各 个 驻 波 能 量 的 释 加 。 这 个 物理 性 质 对 应 的 数学 事实 是 什么 ? 
5. 考虑 波动 方程 的 第 三 类 初 边 值 问题 
Ws A 0 (ts 
a 


J 至 p(T,Y), ul 
= 0， 


(| 
其 中 o>0 是 常数 , 厂 为 0 的 边界 ,n 为 上 的 单位 外 法 线 向 量 。 对 于 上 述 定 解 问 题 的 解 ,定义 能 量 积分 
E(z) = | + aQ@ (2 + za ) )Czrdy + | ou’ ds, 


试 证 明 E(1) 二 常数 ,并 由 此 证 明 上 述 定 解 问 题解 的 唯一 性 。 


第 二 草 热 传 也 方 程 


本 章 介绍 最 典型 的 抛物 型 方程 一 一 热传导 方程 。 在 研究 热传导 .扩散 等 物理 现象 时 都 
会 遇 到 这 类 方程 。 在 $ 1 中 介绍 方程 与 定 解 问 题 的 提 法 ,在 $2 中 介绍 用 分 离 变量 法 来 求解 
初 边 值 问 题 , 在 $3 中 介绍 用 健 里 叶 变 换 解 柯 西 问题 的 方法 ,在 $4 中 讨论 各 类 定 解 问题 解 
的 唯一 性 与 稳定 性 ,在 $5 中 讨论 当 : 趋 于 无 穷 时 解 的 渐 近 性 态 。 本 章 中 有 关 的 论证 一 般 
只 对 一 个 空间 变量 的 方程 进行 ,至 于 多 个 空间 变量 的 情形 ,其 论证 是 完全 类 似 的 。 


$ 1 热传导 方程 及 其 定 解 问题 的 导出 


1. 热传导 方程 的 导出 ”考察 空间 某 物体 G 的 热传导 问题 。 以 函数 u(xz,y,z,t) 表 不 
物体 G 在 位 置 (x ，,y, 之 ) 及 时 刻 t 的 温度 。 
依据 传 热 学 中 的 傅 里 叶 实 验 定律 ,物体 在 无 穷 小 时 段 dt 内 沿 法 线 方向 n 流 过 一 个 无 穷 


小 面积 dS 的 热量 dQ 与 物体 温度 沿 曲面 dS 法 线 方向 的 方向 导数 了 成 正比 , 即 


dQ = k(x,y,2) SudSdi, (1.1) 
其 中 (x,y,z) 称 为 物体 在 点 (xz ,y,z) 处 的 热传导 系数 , 它 应 取 正 值 。(1.1) 式 中 负 号 的 出 
现 是 由 于 热量 总 是 从 温度 高 的 一 侧 流向 低 的 一 侧 , 因 此 ,dQ 应 和 了 < 异 号 。 


在 物体 G 内 任 取 一 闭 曲 面 卫 , 它 所 包围 的 区 域 记 为 Q ,由 (1.1) 式 ,从 时 刻 1, 到 zt, 流 进 
此 闭 曲 面 的 全 部 热量 为 


Q -六 kw Fas cl ， (1.2) 


这 里 也 表示 沿 厂 上 单位 外 法 线 方向 n 的 方向 导数 。 


流入 的 热量 使 物体 内 部 温度 发 生变 化 ,在 时 间 间 隔 (z1,z;) 中 物体 温度 从 u (x,y,z， 
ti ) 变 化 到 w(x,y,z,t), 它 所 应 该 吸收 的 热量 是 


川 (人 |) zzyyyzyi)]dzdycdz， 


n 


其 中 c 为 比 热 ,p 为 密度 。 因 此 就 成 立 


js FdSd! 川 co[u(x,y,z,t2) — u(r,y, ,ti)Jadrdydz. (1.3) 


假设 函数 x 关于 变量 rz,y,z 具有 二 阶 连 续 偏 导数 ,关于 t 具有 一 阶 连 续 偏 导数 ,利用 格林 
公式 ,可 以 把 (1.3) 式 化 为 
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7 (下) 5 区) 3) 
呈 e(] 总 jarayae, 

交换 积分 次 序 ,就 得 到 


站 lw 她 声 (4 | 巨人 3 )- A 3 ) rdydzar =0. (1.4) 
由 于 ,zt 与 区 域 2 都 是 任意 的 ,我 们 得 到 
cp 了 = 5 人 5)+ Pal | 7 (* 于 站 (1.5) 
(1.5) 式 称 为 非 均 匀 的 各 向 同性 体 的 热传导 方程 。 如 果 物 体 是 均匀 的 ,此 时 &,c 及 po 均 为 常 
数 , 记 = a?, 即 得 


drdydzdt 


站 
“一 一 


(1.6) 


如 果 所 考察 的 物体 内 部 有 热源 (例如 物体 中 通 有 电流 ,或 有 化 学 反应 等 情况 ), 则 在 热 传 

导 方 程 的 推导 中 还 需 考 虑 热源 的 影响 。 若 设 在 单位 时 间 内 单位 体积 中 所 产生 的 热量 为 
F(x,y,z,t), 则 在 考虑 热平衡 时 ,(1.3) 式 左边 应 再 加 上 一 项 
| [|ec,y, st) drdydzdt 


1 fn 


于 是 ,相应 于 (1.6) 的 热传导 方程 应 改 为 


9u  ， du 9iu a7 | 
和 (3 2 人 蕊 )+ fs (1 7) 
其 中 
ee 人 (1.8) 


(1.6) 称 为 齐 次 热传导 方程 ,而 (1.7) 称 为 非 齐 次 热传导 方程 。 

2. 定 解 问题 的 提 法 ”从 物理 学 角度 来 看 ,如 果 知 道 了 物体 在 边界 上 的 温度 状况 (或 热 
交换 状况 ) 和 物体 在 初始 时 刻 的 温度 ,就 可 以 完全 确定 物体 在 以 后 时 刻 的 温度 。 因 此 热传导 
方程 最 自然 的 一 个 定 解 问题 就 是 在 已 给 的 初始 条 件 与 边界 条 件 下 求 问题 的 解 。 

初始 条 件 的 提 法 显然 为 

u(xz,y,zZ,0) = g(xr,y,z), (1.9) 
其 中 p(zy,z) 为 已 知 图 数 ,表示 物体 在 上 =0 时 的 温度 分 布 。 

现在 考察 边界 条 件 的 提 法 。 最 简单 的 情形 为 物体 的 表面 的 温度 是 已 知 的 ,这 条 件 的 数 

学 形式 为 

U(ryIL) | der= g(r Vt), (1.10) 
其 中 及 表示 物体 的 边界 曲面 ,g(z,y,z,i) 是 定义 在 (rz,y,z)E 夏 ,0 二 1 三 天 上 的 已 知 隐 
数 。 这 种 边界 条 件 称 为 热传导 方程 的 第 一 类 边界 条 件 (又 称 狄 利克 雷 (Dirichlet) 边 界 条 件 )。 

我 们 再 考察 另 一 种 情况 :在 物体 的 表面 上 知道 的 不 是 它 的 表面 温度 而 是 热量 在 表面 各 
点 的 流速 ,也 就 是 说 在 表面 各 点 的 单位 面积 上 在 单位 时 间 内 所 流 过 的 热量 Q 是 已 知 的 。 根 
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据 傅 里 叶 和 定律 
dQ __ ,ou 
dSdt 9n 
就 可 明白 ,这 种 边界 条 件 实际 上 表示 温度 u 在 表面 上 的 法 向 导数 是 已 知 的 。 这 条 件 的 数学 
形式 为 
二 (1.11) 


9 7 (r,y,z)ET 
这 里 9 表示 沿边 界 厂 上 的 单位 外 法 线 方向 n 的 方向 导数 ,而 0 


(zy,z)EpP,0 委 : 委 工 的 已 知 函 数 。 这 种 边界 条 件 称 为 热传导 方程 的 第 二 类 边界 条 件 ( 又 
称 诺 伊 曼 (Neumann) 边 界 条 件 )。 

今 考察 物体 放 在 介质 (例如 空气 ) 中 的 情形 :我 们 能 测量 到 的 只 是 与 物体 接触 处 的 介质 
温度 u, , 它 与 物体 表面 上 的 温度 wx 往往 并 不 相同 。 在 ui 已 知 时 研究 边界 条 件 的 提 法 还 必 
须 利用 物理 中 另 一 个 热传导 实验 定律 (牛顿 定律 ) :从 物体 流 到 介质 中 的 热量 和 两 者 的 温度 
差 成 正比 : 

dO = Wi (1.12) 
这 里 的 比例 常数 称 为 热 交 换 系数 , 它 也 取 正 值 。 考 察 流 过 物体 表面 工 的 热量 ,从 物质 内 
部 来 看 它 应 由 傅 里 叶 定律 确定 ,而 从 介质 方面 来 看 则 应 由 牛顿 定律 所 决定 ,因此 成 立 着 关系 
二 


即 
9 
有 = kiui. 


由 于 k, 及 上 都 是 正 数 ,因此 这 种 边界 条 件 可 以 写成 


du 
(= 十 ou 
on (ry,z)}ETD 


这 里 2 表示 沿边 界 上 的 单位 外 法 线 方向 的 方向 导数 ,而 g(x,y,z,t) 是 定义 在 (x， 


y,z)ET,0 过 + 过 TT 上 的 已 知 函 数 ,o 为 已 知 正 数 。 这 种 边界 条 件 称 为 热传导 方程 的 第 三 类 
边界 条 件 。 

和 弦 振 动 方程 比较 ,这 三 类 边界 条 件 虽 然 从 不 同 的 物理 角度 分 别 归结 出 来 ,但 在 数学 二 
的 形式 却 完全 一 样 。 

又 如 果 所 考察 的 物体 体积 很 大 ,而 所 需 知道 的 只 是 在 较 短 时 间 和 较 小 范围 内 的 温度 变 
化 情况 ,边界 条 件 所 产生 的 影响 可 以 忽略 ,这 时 就 不 妨 把 所 考察 的 物体 视 为 充满 整个 空间 ， 
而 定 解 问题 就 变 成 柯 西 问题 ,此 时 的 初始 条 件 为 

x(Zy zi0) = (ry) (oo<r,y,z < co). (1.14) 

我 们 在 此 特别 指出 ,与 波动 方程 的 情形 不 同 ,对 于 热传导 方程 的 定 解 问题 ,初始 条 件 只 能 给 
ead 

在 适当 情况 下 ,方程 中 描述 空间 坐标 的 独立 变量 的 数目 还 可 以 减少 。 例如 当 物 体 是 均 


5 (1.13) 
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匀 细 杆 时 ,假如 它 的 侧面 是 绝热 的 ,也 就 是 说 不 产生 热 交 换 , 又 假定 温度 的 分 布 在 同一 截面 
是 相同 的 , 则 温度 函数 仅 与 坐标 x 及 时 间 上 有 关 ,我 们 就 得 到 一 维 热传导 方程 
9u ,9 
931t ”325 
同样 ,如 考虑 薄片 的 热传导 ,薄片 的 侧面 绝热 ,可 得 二 维 热 传导 方程 
du /du 9°u 
| 
对 于 这 种 低 维 的 热传导 方程 ,也 可 以 提出 前 述 的 柯 西 问题 与 初 边 值 问题 。 
3. 扩散 方程 ”在 研究 分 子 扩散 过 程 中 也 会 遇 到 类 似 的 方程 。 例 如 气体 的 扩散 ,液体 的 
渗透 ,半导体 材料 中 的 杂质 扩散 等 。 下面, 我们 来 导出 扩散 过 程 所 必须 满足 的 数学 方程 。 
由 于 扩散 方程 与 热传导 方程 的 导出 极为 相似 ,我 们 不 准备 重复 这 一 过 程 。 只 要 将 扩散 
过 程 所 满足 的 物理 规律 与 热传导 过 程 所 满足 的 物理 规律 作 个 类 比 ,扩散 方程 就 不 难 写 出 。 
在 推导 热传导 方程 的 过 程 中 起 基本 作用 的 是 傅 里 叶 定 律 与 热量 守恒 定律 ( 即 (1.1) 与 


(1.3) 式 ): 


(1.15) 


(1.16) 


9 
dQ = 一 AZy yz) FdSdt ， 


| 上 了 CSdt = eetute,y, ee) — u(r,y,z,ti)]drdydz, 


其 中 诸 量 的 意义 前 已 说 明 。 在 考虑 扩散 过 程 时 ,我 们 遇 到 的 是 相应 的 扩散 定律 与 质量 守恒 
定律 ,它们 的 形式 是 


dm = D(x,y,z) FdSdt, (1.17) 
1 aN 
| || Dp sidsar = |||NGx,y, st2) - NGr,y, zt) ] drdyde, (1.18) 
hi n 


其 中 N 表示 扩散 物质 的 浓度 ,dr 表示 在 无 穷 小 时 段 dt 内 沿 法 线 方向 n 经 过 一 个 无 穷 小 面 
积 dS 的 扩散 物质 的 质量 , 式 中 D(x ,y,z) 称 为 扩散 系数 ,其 他 符号 与 (1.1)、(1.3) 中 的 意 
义 相同 。 

将 (1.17)、(1.18) 与 (1.1)、(1.3) 比 较 , 可 见 其 形式 是 极其 类 似 的 。 在 考察 热传导 过 程 
中 引入 的 量 Q 、w 、k 分 别 相应 于 扩散 过 程 中 的 量 mw、N 、D ,而 出 现在 (1.3) 式 中 的 因子 co 在 
扩散 问题 中 相应 于 常数 1。 于 是 ,我们 立刻 可 以 写 出 扩散 方程 为 

只- 交 介 绊 高 人 p 难 去 络 ) 

如 果 是 常数 , 记 D=a- ,扩散 方程 (1.19) 就 化 为 与 热传导 方程 (1.6) 完 全 相同 的 形式 。 

对 于 扩散 方程 ,也 可 以 提出 相应 的 柯 西 问题 与 初 边 值 问 题 等 定 解 问 题 。 


习 题 


1. 一 均匀 细 杆 直径 为 4 ,假设 它 在 同一 截面 上 的 温度 是 相同 的 , 杆 的 表面 和 周围 介质 发 生 热 变换 ,并 
服从 规律 


(1.19) 


dQ= ki(u— wu)daSdt. 
又 假设 杆 的 密度 为 p , 比 热 为 c ,热传导 系数 为 上 , 试 导 出 此 时 温度 满足 的 方程 。 
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Oe 


2. 试 直接 推导 扩散 过 程 所 满足 的 微分 方程 。 
3 秦 ( 混 凝 土 ) 内 部 储藏 着 热量 , 称 为 水 化 热 , 在 它 浇筑 后 逐渐 放出 , 放 热 速 度 和 它 所 储藏 的 水 化 热 成 


正比 。 以 Q(1) 表 示 它 在 单位 体积 中 所 储 的 热量 , Q, 为 初始 时 刻 所 储 的 热量 , 则 守 = - PQ, 其 中 8 为 正 


常数 。 又 假设 砍 的 比 热 为 c ,密度 为 p, 热 传导 数 系数 为 , 求 它 在 浇筑 后 温度 满足 的 方程 。 
4 设 一 均匀 的 导线 处 在 周围 为 常数 温度 u。 的 介质 中 , 试 证 :在 常 电流 作用 下 导线 的 温度 满足 微分 方 


程 

au kou kiP, _ 0.24i°7r 

dt cp 9 pp i 9 
其 中 i 及 ; 分 别 表示 导体 的 电流 及 电阻 ,P 表示 横 截面 的 周 长 , w 表示 横 截面 的 面积 ,而 k, 表示 导线 对 于 
介质 的 热 交 换 系 数 。 


5 设 物体 表面 的 绝对 温度 为 ,此 时 它 向 外 界 辐射 出 去 的 热量 依 斯 特 洲 - 玻 耳 效 曙 (Stefan-Boltz- 
mann) 定 律 正比 于 u“, 即 
dQ = ou dSdi. 
假设 物体 和 周围 介质 之 间 只 有 热 辐射 而 没有 热传导 ,又 假设 物体 周 围 介质 的 绝对 温度 为 已 知 函 数 f(x,yy， 
=,i), 求 此 时 该 物体 热传导 问题 的 边界 条 件 。 


$ 2 初 边 值 问 题 的 分 离 变 量 ; 


1. 一 个 空间 变量 的 情形 “在 第 一 章 中 我 们 用 分 离 变量 法 求 得 了 波动 方程 初 边 值 问题 
的 解 。 这 一 方法 对 于 热传导 方程 初 边 值 问 题 的 求解 也 是 适用 的 。 对 于 热传导 方程 的 初 边 什 
问题 ,初始 条 件 只 需 给 一 个 条 件 ,但 求解 过 程 的 基本 步骤 仍 相同 。 以 下 以 热传导 方程 在 边 寞 
上 分 别 取 第 一 与 第 三 边界 条 件 的 初 边 值 问题 为 例 详细 讨论 其 求解 过 程 。 

我 们 用 分 离 变 量 法 求解 如 下 的 初 边 值 问题 : 


La =0 (1:>0,0<xr<)), (2.1) 
"0 vw) (2.2) 
r= 0:u = 0, (2.3) 
r= :+A = 0, (2.4) 


其 中 及 为 正常 数 。 
用 分 离 变量 法 求解 。 令 
u(xr,t)= X(x) T(t), 
这 里 XCz) 和 T(z) 分 别 表示 仅 与 x 有 关 和 仅 与 + 有 关 的 函数 。 把 它 代入 方程 ,得 到 


» 0 
即 
TT _X 
a T X. 
这 等 式 只 有 在 两 边 均等 于 常数 时 才 成 立 。 令 此 常数 为 -4, 则 有 
TN TY0, (C255) 
X + AX = 0. (2.6) 


先 考虑 (2.6)。 根 据 边界 条 件 (2.3) (2.4),X(z) 应 当 满 足 边界 条 件 
X(0)=0, X (I!)+ hX(L) = 0. (2.7) 
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对 于 边 值 问题 (2.6)、(2.7), 与 第 一 章 § 3 类似 的 讨论 可 得 
(i) 当 4 世 0 时 ,只 有 平凡 解 X 寺 0; 
(ii) 当 >0 时， 


X(r) = AcosvViar + Bsinvir. (2.8) 
利用 边界 条 件 X(0) =0, 得 A =0. 于 是 由 (2.7) 的 第 二 个 边界 条 件 得 到 
B(VAcosVAl + h sinVA) = 0. (2.9) 
为 使 X(z) 为 非 平 凡 解 ,) 应 满足 
VAcosvVAl + h sinvVAl = 0， (2.10) 
即 4 应 是 下 述 超 越 方 程 的 正解 : 
tanv Al a (Zell) 
今 
ve AL, (2 12) 
则 (2.11) 式 变 为 
tan v yg (2.13) 


利用 图 解法 ( 见 图 2.1) 或 数值 求解 法 可 得 出 这 个 方程 的 根 。 由 图 2.1 知 ,方程 (2.13) 有 可 


、 
二 


O 


图 2.1 


列 无 穷 多 个 正 根 w >0(&= 1,2,…) ,满足 (k 一 广 )x< wi< hm。 因此 ,特征 值 问题 (2.6)、 
(2.7) 存 在 着 无 穷 多 个 固有 值 


2 = (全) 0 (2.14) 
及 相应 的 固有 了 肾 数 
R(xr)= BlsinVhzr = BsinTtr (k= 1,2,..). (2.15) 


/ 
把 4= 4 代入 方程 (2.5), 可 得 


TP SCE (k= 1,2,.…). (2.16) 
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于 是 得 到 一 列 可 分 离 变量 的 特 解 


A Mn a (2.17) 
由 于 方程 (2.1) 及 边界 条 件 (2.3) (2.4) 都 是 齐 次 的 , 故 可 利用 释 加 原理 构造 级 数 形式 的 解 
u(x,t) = > Me Wan i (2.18) 


以 下 来 决定 常数 A, ,使 (2.18) 满 足 初 始 条 件 (2.2)。 
由 (2.3) ,为 使 在 1=0 时 :u(x,t) 取 到 初 值 p(x), 应 成 立 
p(z) = >，Ausin V Ax. (2.19) 


为 确定 系数 A, , 须 先 证 明 固有 函数 系 |X,| = |sin Vr 在 [0,1]J 上 正 交 。 设 固 有 了 晒 数 X， 
和 XX, 分 别 对 应 于 不 同 的 固有 值 M， 和 ^。，, 即 

X”, +AX, =0，X +A,X,=0. 
以 X 和 X 分 别 乘 上 面 第 一 和 第 二 式 , 相 减 后 在 [0,!] 上 积分 ,利用 X, 和 XX， 都 满足 边界 
条 件 (2.3)、(2.4) ,就 得 到 


人 ) ,0 be oh 
由 于 4, 关 X, , 故 得 固有 函数 系 的 正 交 性 : 
| xdz [sin J Mn (2.20) 
记 
M, = [isin Vrdr = | 0 


sin2Z2VAL 1 1 tan ALL 1 h 


= 于 
2 4VA， 2 2vV 和 和 Li+tianVhL “ 2(A + 4) 


于 是 ,在 (2.19) 两 边 乘 以 sin Vz ,再 进行 积分 ,利用 正 交 性 (2.20) 即 可 得 


{ 
A = HT |, ?SsinV hrédé (522) 


将 它 代入 (2.18) 式 ,就 得 到 初 边 值 问题 (2.1) 一 (2.4) 的 形式 解 为 
u(x,t) = pa (esn V Mrédé ， Be A (2.23) 


为 了 考察 由 分 离 变 量 法 得 到 的 形式 解 是 否 是 混合 问题 (2.1) 一 (2.4) 的 经 典 解 ,还 得 进行 验 
证 。 以 下 证 明 , 当 p(x) 为 有 界 函 数 时 ,由 (2.23) 式 给 出 的 形式 解 , 当 :>0 时 ,关于 zx 及 1 
是 任意 次 连续 可 导 的 ,并 且 满 足 方程 (2.1) 及 边界 条 件 (2.3)、(2.4)。 


事实 上 ,与 第 一 章 波动 方程 情形 有 很 大 不 同 ,表达 式 (2.23) 中 含有 因子 e -a Xt ,因此 对 


(2.21) 


任意 8>0, 当 1 宇 6 时 ,对 任意 p>0 级 数 ie “** 均 是 一 致 收敛 的 。 而 由 9 为 有 界 函 
数 的 假设 (p(x) | 三 M) 及 (2.21) 式 ,可 得 


gsinV Xtde |< AML 及 (2.24) 
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因而 ,由 (2.23) 表 示 的 级 数 , 当 1>>0 时 ,关于 x 及 1 是 无 穷 次 可 导 的 ,并 且 求 导 与 求 和 可 以 
交换 。 由 于 级 数 的 每 一 项 都 满足 方程 (2.1) 及 边界 条 件 (2.3)、(2.4), 从 而 (2.23) 式 表示 的 
级 数 在 : >0 时 确实 满足 方程 及 边界 条 件 。 为 了 保证 当 1 一 0 时 ,对 任意 的 xE[0,7], 由 
(2.23) 式 给 出 的 级 数 趋 于 初 值 P(z) ,还 需要 对 g(x) 加 上 进一步 的 条 件 。 例 如 在 g(x)E 
C ,p(0)=0,p (1)+hgp(1)=0 时 ,可 以 证 明 , 由 (2.23) 式 给 出 的 级 数 确实 是 初 边 值 问题 
(2.1) 一 (2.4) 的 经 典 解 。 关 于 此 点 的 详细 证 明 , 此 处 从 略 。 

2 圆 形 区 域 上 的 热传导 问题 ”我 们 再 举 一 例 子 ,研究 圆柱 形 区 域 或 两 侧 绝热 的 圆 板 上 的 热传导 问 
题 。 设 侧 边 的 温度 保持 为 常数 ,此 时 热传导 问题 可 以 归结 为 求解 下 述 的 定 解 问题 : 


u(x,y,0) = p(x,y), (2.25) 
u | = 0， 
用 分 离 变 量 法 解 这 个 问题 。 先 令 
u(r,y,t) = T(i)VOzy)， (2.26) 
我 们 得 到 下 面 两 个 关于 函数 T(1) 和 V(x,y) 的 方程 
Ti)+ATO) = 0， (2.27) 
2 2 
Ti MY = 0， (2.28) 
其 中 4 的 意义 与 前 例 相 同 。 因 此 
(2 (2.29) 


为 了 研究 方程 (2.28) 满 足 边界 条 件 V1,: ,2 -o=0 的 固有 值 及 固有 函数 问题 ,我 们 再 将 V(x,y) 写 成 极 
坐标 V(r ,0) 的 形式 ,并 进行 分 离 变 量 。 注 意 到 (2.28) 式 的 极 坐 标 形式 为 
aaV ,10oV, 19V 


Bs (2.28) 
令 
V(r,0) = ROr)9(0)， (2.30) 
就 可 以 由 (2.28) 得 到 
@ (0) + nO(0) = 0， (2.31) 
mR’(r)+rR'(r)+ Ar -yp)R(r) = 0， (2.32) 


其 中 jy 为 与 ,6 无 关 的 常数 。 由 于 V 的 单 值 性 ,9(6) 必 须 具 有 周期 2r ,因此 4 只 能 等 于 如 下 的 整数 ; 
0 ,1 272 
对 应 于 这 些 j, ,有 
@,(0) = 子 ,6,(b) = ascosnO + bsinng (n= 1,2,.…). (3.33) 
现在 考察 方程 (2.32)。R(r) 在 r=0 处 应 当 有 界 , 又 由 于 V| R20, 则 R(r) 应 当 满 足 边 界 条 件 
R(r)|,-r =0。 作 代 换 p= rw ,以 jy, =n* 代入 , 即 得 到 ，” 阶 贝 塞 尔 (Bessel) 方 程 
Pp R'(p)+pR'(p)+ (pn)R(p)= 0. 
如 果 要 求 这 方程 的 解 在 原点 o=0 处 为 有 界 , 那 么 这 种 解除 去 一 常数 因子 外 是 唯一 确定 的 , 它 就 是 第 一 类 
n 阶 贝 塞 尔 函 数 帮 (po)。 
贝 塞 尔 函 数 J,(p) 有 无 穷 多 个 正 根 ,分 别 记 为 
ey 
对 于 它们 成 立 几 (Ap )=0。 为 了 使 六 (o) = 了 (rwW) 在 >= 民 处 等 于 零 ,必须 取 
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(1) 
RAW=y 或 VX= 中 (2.34) 
故 得 

Cn) 

Hm 
J,(p) 二 7 太 -) (2.35) 

这 样 ,原来 的 方程 的 解 就 可 以 形式 地 表示 为 
u(r,y,t)= u(r,0,t) 
~ ~ (> 六 (x) 

三 2 e “RR (an cos7g 十 osinng)j( 怪 -) (2.36) 


为 决定 ec) 及 6b,” ,我 们 要 用 初始 条 件 
u(r,y,0)= 9p(r,y). 

利用 贝 塞 尔 函 数 的 性 质 可 以 知道 ,对 于 任意 给 定 的 正 整 数 ”, 贝 塞 尔 函 数 J,(pw 7)(m 一 1,2,…) 在 
区 间 [0,1] 上 是 带 权 x 的 标准 正 交 系 , 即 对 任意 给 定 的 正 整 数 m ,&, 成 立 
1， 当 m= 上 上 
0， 当 m 关上. 
此 外 对 于 给 定 的 任意 的 ”函数 系 1J, (pz)| 按 带 权 x 的 均 方 模 在 空间 L* [0,1] 上 是 完备 的 。 又 知道 三 
角子 数 系 1 ,sinn0,cosn0(n =1,2,…) 全 体 在 [0,2x] 上 是 正 交 的 , 且 在 空间 L [0,2zj 中 亦 是 完备 的 。 因 
此 ,由 它们 所 组 成 的 函数 系 


Cx) (n) 


1 
| 生计 (ys "xr)dr = | 


R 
在 空间 L710 过 6 过 2x ,0 过 + 过 RI 内 构成 带 权 x 的 正 交 完 备 系 , 于 是 g(r ,9) 可 展开 为 级 数 形式 
” 0 (n) 
g(r,0) = > (PY cosnd + psinn9)J, (和 -)， (2.37) 


站 二 心志 二 1 


从 而 取 (2 .36) 中 的 wo") 及 8 分 别 为 po) 及 yl” ,就 可 以 决定 初 边 值 问题 (2.25) 的 解 u(x,y,t)。 


习 题 
1. 用 分 离 变 量 法 求 下 列 定 解 问题 的 解 : 


Ou ;9 
0 (1:>0,0<zxr< x), 


0 
u(0,1)= (x,7)=0 (1 >0), 


u(x,0)= f(r) (0<r<x). 
2. 用 分 离 变量 法 求解 热传导 方程 的 初 边 值 问题 


这 
一 -三 一 末 (1:>0,0<r<1), 
ky 


ot 
1 
万 5 0< zr ， 
u(xr,0)= 
:= <r<1, 


u(0,2)=u(1,t)=0 (t>0). 
3， 如果 有 一 长 度 为 / 的 均匀 细 棱 ,其 周围 以 及 两 端 x=0,x = / 均 为 绝热 ,初始 温度 分 布 为 u(x ,0) = 
f(x), 间 以 后 时 刻 的 温度 分 布 如 何 ? 且 证 明 当 f(z) 等 于 常数 uo 时, 恒 有 u(x,t)= uo。 
4. 在 区 域 :>0,0<xz</ 中 求解 如 下 的 定 解 问题 : 


| 
| 


| 
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Au ,Ou 
ot ~ a yr Bu J 


u(0,1)—-u(l,t)= uo, 
Wty Oe f(s 
其 中 a,B,uo 均 为 常数 , Fz) 为 已 知 图 数 。 
(提示 : 作 未 知 浮 数 代 换 ww- wo t+ v(xr,t)e “.) 
5. 长 度 为 ! 的 均匀 细 杆 的 初始 温度 为 0W ,端点 + =0 保持 常 温 ui ,而 在 r+ =/ 和 侧面 上 ,热量 可 以 发 
散 到 周围 的 介质 中 去 ,介质 的 温度 为 OY ,此 时 杆 上 的 温度 分 布 函数 u(x ,i) 满 足下 述 定 解 问题 : 


ot 四 了 了 人 
4 du 
u(0,1)= uo, (村 + Fu)| ,=0， 
人 1 


u(r,0)=0. 
试 求 出 W(X 

6. 半径 为 a 的 半圆 形 平板 ,其 表面 绝热 ,在 板 的 圆周 边界 上 保持 常温 wo ,而 在 直径 边界 上 保持 常温 
u1, 求 圆 板 稳 恒 状 态 ( 即 与 时 间 1 无关 的 状态 ) 的 温度 分 布 。 


$83 柯 西 问题 


上 人 节 中 我 们 以 傅 里 叶 级 数 为 工具 导出 了 热传导 方程 初 边 值 问题 的 解 ,类 似 于 这 个 想法 ， 
我 们 利用 健 里 叶 变 换 来 求解 热传导 方程 的 柯 西 问题 。 在 本 节 中 求 出 解 的 表达 式 的 过 程 也 只 
是 形式 推导 的 过 程 ,通过 本 节 末 尾 的 验证 , 方 知 其 确 是 所 求 的 柯 西 问题 的 解 。 

1. 傅 里 时 变换 及 其 基本 性 质 设 F(z) 是 定义 在 (- co,co) 上 的 郴 数 , 它 在 | - /,/ 上 
有 一 阶 连 续 导 数 , 则 f(x) 可 以 展开 为 健 里 叶 级 数 

《全 水 二 = 4 > (ecos 7 + b, sin 区 7 (3.1) 
并 且 

加 nn 2 .NT 
了 | (6)eos Ted,b, 了 | /C8)sin 2m6de (n= 0,1,2,). (3.2) 
将 (3.2) 代 入 (3.1) 式 ,得 到 
Hz) = | Heat+ D7] fo0s Fr a, 

现在 设 函 数 f(x ) 在 (一 %,%) 上 绝对 可 积 , 当 /一品 时 ,由 上 式 可 得 

f(r) = lim D3| /eees 人 — §€)dé. 


如 记 》， = 了 = 一 ,AAA=AN =》， 一 和 = 二, 则 可 以 得 到 
.1 ~ 
f(x)= Jim 元 Z Al| /(€) cosh, (x ~ §) dé 
六 二 ] Ea 


= | a| /8) cosA(x — €) dé. (3.3) 
积分 表达 式 (3.3) 称 为 F(z) 的 傅 里 时 积分 .可 以 证 明 , 若 f(z ) 绝 对 可 积 , 则 在 f(z) 本 身 及 


me 
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其 导数 为 连续 的 点 ,/(x) 的 健 里 叶 积 分 收敛 于 f(x) 在 该 点 的 函数 值 。 
(3.3) 式 也 可 以 写成 复数 形式 。 由 于 cosA(r 一 是 4 的 偶 轴 数 ,sin4(.x 一 5) 是 4 的 奇 
打数 ,可 以 将 (3.3) 式 写成 


二 a OS Le — €) + isinA(r ~ &€)]dé 


de Re 
77| da| /8)e dé. (3.4) 
于 是 , 行 令 
g(1) = | (ee "a, (3.5) 
就 有 
醒 移 克 
人 元 | .aA)e dA . (3.6) 


称 g(4) 为 /(x) 的 健 里 了 叶 变 换 , 记 为 FLfj]; 称 f(x) 为 g(4) 的 傅 里 了 时 逆 变换 , 记 为 
FF '[g]i 当 fy(x) 在 (~ oo,o) 上 连续 可 导 且 绝对 可 积 时 , 它 的 健 里 叶 变 换 存在 , 且 其 逆 变 
换 等 于 /Cr)。 

为 了 应 用 侍 里 叶 变 换 求 解数 学 物理 方程 问题 ,我 们 介绍 所 需 用 到 的 一 些 关 于 健 里 叶 变 
换 的 基本 性 质 ,这 里 假设 在 下 面 诸 式 中 所 出 现 的 健 里 叶 变 换 总 是 存在 的 。 

性 质 1 傅 里 叶 变 换 是 线性 变换 , 即 对 于 任意 复数 a,B 以 及 图 数 方 , ,成 立 

Flaf, + Bf,] = aFLf.] + BFLf,]. (3.7) 
如 果 对 给 定 的 户 (z),/(z), 当 rzrE(- cco) 时 ， 


Rs | Pr Da (3.8) 


存在 , 则 称 f(x) 为 fi (rr ) 与 六 (cz) 的 卷 积 , 记 为 i x fz8 显然 , 了， * fi 2 f; , 即 卷 积 是 
叮 以 交换 的 。 

关于 卷 积 的 全 里 叶 变 换 有 

性 质 2 六 (cz) 和 /;(.x) 的 卷 积 的 健 里 叶 变 换 等 于 /1(x) 和 /,(x) 的 健 里 叶 变 换 的 乘 
积 , 即 

a er A (3.9) 
证 
FLf# 万 ] = | ear| filr -eftt)d, 

由 于 /, 和 /;, 在 (--%, 吕 ) 上 绝对 可 积 ,积分 次 序 可 以 交换 ,因而 


2 | Nom (x -tt)e “dr 
= [aa -3 


= | fewa| f(t)e "de 
= FPL/ FLfsl. 
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从 健 里 叶 变 换 和 逆 变 换 公 式 之 间 的 相似 性 ,可 以 类 似 地 得 到 


性 质 3 f(z) 和 f, (zx) 乘积 的 健 里 叶 变 换 等 于 fi (x) 和 f,(x) 的 健 里 叶 变 换 的 卷 积 


Ne | 
乘 以 去 , 即 
a 下 [下 (3.10) 
性 质 4 如 果 f(x),f (x) 都 是 可 以 进行 健 里 叶 变 换 的 ,而 且 当 |x1-> 吕 时 ,f(x) 一 0, 则 成 立 
FLfF(x)] = aAFLf(x)]. (3.11) 
证 事实 上 
F[f (x)]= |__f (re wa 
[f(r)e ™ ]| i", +[ iAf (rx)e “dr 
一 2a| f(r)e dz = iaF[ f(zx)]. 
同样 可 以 证 明 
性 质 5 如 果 FCz) 及 zF(z) 都 可 以 进行 傅 里 叶 变 换 ,那么 
_d 
Fl- ixf(x)] = ZFLf]. (3.12) 
证 Fl- izxf(x)]= | — irf(x)e “dzx 


= | f(x)e wd = 全 FT 
完全 类 似 地 可 以 定义 多 个 自 变 量 晒 数 的 傅 里 叶 变换 : 


F[f] a g(A,,.… ,A,) -=| | Fred dr,, (3. 


相应 地 , 傅 里 叶 逆 变换 定义 为 


fx), , x, ) 二 mr|. gM ee (3. 


对 于 多 个 自 变 量 函 数 的 健 里 叶 变 换 也 有 类 似 的 性 质 1 一 5, 这 里 不 再 一 一 列举 了 。 
2. 热 传导 方程 柯 西 问题 的 求解 ”我 们 利用 健 里 叶 变 换 来 解 热 传导 方程 的 柯 西 问题 


A (3. 
u(xX,0) = p(x). (3. 
视 t 为 参数 , 先 求 解 齐 次 热传导 方程 的 柯 西 问题 
du 2 a 
| dr a a (3. 
u(xz,0) = pl(r). (3. 


关于 z 进行 傅 里 叶 变 换 , 记 
大 [本 0) 二 二 (二 和 
FLe(z)] = 2(1). 


13 ) 


14) 


15) 


16) 


17) 


18) 
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在 (3.17) 两 边关 于 x 进行 傅 里 叶 变 换 ， 利 用 性 质 4, 就 得 到 
da 


ar = a A au, (3.19) 
类 似 地 ,由 (3.18) 式 得 
ai(A,0) = op(4). (3.20) 
(3.19) (3.20) 是 带 参 数 4 的 常 微分 方程 的 柯 西 问题 , 它 的 解 为 
WA BR (3.21) 


函数 e-“ 1 :的 傅 里 叶 逆 变 换 为 


2 过 0 2-.2 
| a0 A 1 -(u A tt- Ar) 
民风 dA 


2 A) 
宪 去 e “5 e 
利用 复 变 函数 的 积分 计算 知 
| ee | pe | 
ep |. e y dy = Vx 
QQNtJ-™ a Nt 
所 以 
om pe 人. ee 
2avrt 
因此 ,利用 性 质 0 de 
ee 
u(x,t)= | "3 Te C322 
ee 
rk 0 2 + f(z, A (3.23) 
u(xz,0) = 0. (3.24) 
由 齐 次 化 原理 ,此 柯 西 问题 的 解 可 写 为 (请 读者 验证 ) 
u(x,t) = | wx,tsr)ar, (3.25) 
而 w= w(x,t;7T) 为 下 述 柯 西 问题 的 解 : 
| ER Cy 
Rn (3.27) 


于 是 ,利用 (3.22) 式 , 易 知 柯 西 问题 (3.23) 一 (3.24) 的 解 为 


= NE 六 f(é€,7) RE 一 学 
六 全 py 于 ee (3.28) 


由 县 加 原理 ,由 (3.22) 及 (3.28) 就 得 到 柯 西 问题 (3.15) 一 (3.16) 的 解 为 
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1 co 上 
xz, = 一 天 | (&€)e 3475ct 
2ww rt 


未 | ee (3.29) 
2ewfJoJ-e Mt 


3. 解 的 存在 性 在 上 人 面 的 推导 中 ,由 于 预先 不 知道 x 是 否 满足 进行 传 里 叶 变换 及 有 关 
运算 的 条 件 ,所 得 的 解 还 只 是 形式 解 。 为 证 明 (3.29) 确 实 是 柯 西 问 题 (3.15) 一 (3.16) 的 解 ， 
还 得 进行 验证 。 下 面 我 们 只 对 齐 次 方程 的 情形 进行 验证 , 即 指出 在 w(.r) 连 续 且 有 界 的 条 
件 下 ,(3.22) 式 的 确 为 柯 西 问题 (3.17) 一 (3.18) 的 解 。 公 式 (3.22) 称 为 泊 松 公式 ,其 右 端 的 
积分 则 称 为 泊 松 积分 。 


设 |p(z)| < M , 则 注意 到 | ce 5 dL =vV 元 ,由 (3.22) 式 得 


1 os 


l 尼 du 1 dé 


| TT, | 三 MM 一 - 
u(r,t) a 


路 党 3 要 Se 
SS Ce (: | 
这 说 明 积分 (3.22) 是 收敛 的 ,并 且 由 它 所 表达 的 函数 x(z,z) 是 有 界 的 ( 且 与 初 值 有 同样 的 
界 )。 
现在 证 明 , 当 :>0 时 ,积分 (3.22) 所 表达 的 图 数 u(x ,it) 满 足 方 程 (3.17)。 我 们 看 到 ， 
积分 号 下 的 图 数 


So 
对 变量 1 ,x 而 言 ( 视 和 为 参量 ), 当 上 >0 时 满足 方程 (3.17)。 兴 此 ,我 们 只 要 证 明 , 41>0 
时 出 现在 方程 (3.17) 中 的 导数 可 以 用 在 (3. 22) 式 的 积分 号 下 求 导 的 方法 来 计算 。 由 于 
(3.22) 式 中 的 积分 限 是 无 穷 的 ,为 了 保证 通过 积分 号 求 导 的 可 能 性 ,必须 证 明 在 积分 号 下 求 
导 后 所 得 的 积分 是 一 致 收敛 的 。 这 一 点 是 不 难 验 证 的 。 以 对 .x 的 一 阶 偏 导数 为 例 ,将 被 积 
函数 对 x 一 次 求 导 后 所 构成 的 积分 写 为 
| fm” (zr- 6) 98) 
0 
它 在 1 之 t。 >0(z 为 任意 正 数 ) 的 范围 内 总 是 一 致 收敛 的 。 因 此 当 上 >0 时 成 立 


9u ( 并， 人 
2 ( 4 和 
即 对 x 的 一 次 求 导 能 通过 积分 号 。 同 理 可 以 证 明 对 (3.22) 的 其 他 偶 导 数 也 能 用 在 积分 号 
下 求 导 而 得 到 。 因 此 当 上 >0 时 由 积分 (3.22) 所 表达 的 函数 x(z,r) 满 足 方程 (3.17)。 

剩 下 只 要 证 明 , 由 (3.22) 所 确定 的 函数 满足 初始 条 件 (3.18) ,也 就 是 要 证 明 对 任何 
zi, 当 z 一 0,Zz 一 zi 时 xz(zi) 一 pz)。 为 此 ,要 证 明 对 任意 给 定 的 es>0, 一 定 可 找到 9 > 
0, 使 当 |z -zol 委 8,: 委 9 时 ,成 立 着 

[u(r,t)- p(x0)|Se. 
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Di 人 


人 2 


ee g(z+2aWg)e de, 


r(xo)= 大 | . a 


因此 
CE | [po(z+2avi) -ezo)]e di. 
对 于 所 给 的 e>0, 取 N>0 SS 使 
-NN 2 E 
| < | da 
国定 N ,由 v(x) 的 连续 性 ,可 找到 6>0, 使 当 |x 一 zx,| 志 6, 0<1t 人 6 时 成 立 


Ig(z+2aVt) -9p(zo)l 和 本 (- NSCEN). 


因此 
| xzryrt) 一 ozo) |= 去 [Ce 员 2a yt) 和 ee 


1 N _ 2 
Ss el 


ee her 


e | 6 e 2e | 
op, ‘dy + 4M a < +e 


这 样 ,我 们 就 验证 了 由 泊 松 积分 (3.22) 所 确定 的 函数 u(x,i) 确 实 是 柯 西 问题 (3.17) 一 
(3.18) 的 有 界 解 。 

关于 (3.18) 所 表示 的 函数 满足 非 齐 次 方程 (3.15) 及 初始 条 件 (3.16) ,可 类 似 地 作出 证 
明 ,作为 习题 留 给 读者 。 


信 


习 是 
1. 求 下 述 函 数 的 傅 里 叶 变换 : 
Cl 0 
Fe (0)s 
1 


2. 证 明 : 当 f(z) 在 (-%,%) 上 绝对 可 积 时 ,F[ /| 为 连续 函数 。 
3. 用 傅 里 叶 变 换 求解 三 维 热传导 方程 的 柯 西 问题 

2 
| (起 a 3， 


证 | 三 :人族 
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4. 证 明 (3.29) 所 表示 的 函数 满足 非 齐 次 方程 (3.15) 以 及 初始 条 件 (3.16)。 
5. 求解 热传导 方程 (3.17) 的 柯 西 问 题 ,已 知 
(1) «|,_, = sinx, 
(2) 用 延 拓 法 求解 半 有 界 直 线 上 的 热传导 方程 (3.17) ,假设 
u(x,0)= p(x) (0<x<eo)， 
u(0,1)=0. 
6. 证 明 函 数 


] 
人 


对 于 变量 (x,y,z) 满 足 方程 


ot az 9y 
而 对 于 变量 (上 ,7y,r) 满 足 方程 
Ov 2 du Ov 
a 
7. 证 明 :如 果 ui (x,t),ui(y,i) 分 别 是 下 述 两 个 定 解 问题 的 解 : 


Wr du, ,9u,; 
ot Bs Ox ， ot -9 0 
uil,o= p(x); 

则 w(x,y,it)= ui(xr,t)u,(y,i) 是 定 解 问题 


dt 入 OZ dy 


u|,-0 = pi (xX) p(y) 


us | ,-o = 9p2(y), 


的 解 。 
8. 导出 下 列 热传导 方程 柯 西 问题 解 的 表达 式 : 


u 1,_o = > a, (x)B.(y). 
r=1 
9. 验证 二 维 热 传导 方程 柯 西 问题 
du Du ou 
| 
ul,s0 = p(x,y) 


解 的 表达 式 为 


2 2 
| rm rm ND 
u(x,y,t) = zr | p(é€,7)e 4 dédy. 
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1. 极 值 原理 极 值 原理 是 描述 扩散 、 传 导 等 现象 的 热传导 方程 的 重要 特性 。 以 热传导 
过 程 为 例 ,如果 物 体 的 边界 温度 及 其 初始 温度 都 不 超过 某 值 M ,而 且 物 体内 部 没有 热源 , 则 
这 物体 内 就 不 可 能 产生 大 于 M 的 温度 。 和 这 个 事实 相对 应 ,我 们 对 齐 次 热传导 方程 
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du _ ,du 
i dr sd 


证 明 下 面 的 

定理 4.1( 极 值 原理 ) 设 u(x,t) 在 和 矩形 Riia 志 x 二 B,0 志 1 志 Ti 上 连续 ,并 且 在 矩形 
内 部 满足 热传导 方程 (4.1), 则 它 在 矩形 的 两 个 侧 边 (x+=a 及 x=B,0<1< 本 ) 及 底 边 (t= 
0,a 达 x 过 8) 上 取 到 其 最 大 值 和 最 小 值 。 换 言 之 ,如 果 以 Tr 表 不 Rr 的 两 侧 边 及 底 边 所 组 
成 的 边界 曲线 (通称 为 抛物 边界 ) ,那么 成 立 者 


maxu(x, a Fy a 人 t ). 
R 


证 因为 将 一 u 代替 x， 最 小 值 的 情形 就 变 为 最 大 值 的 情形 ， 所 以 只 需 考虑 最 大 值 的 情 
形 就 可 以 了 。 

以 下 用 反 证 法 证 明 所 需 的 结论 。 以 M 表示 函数 u(x,t) 在 Rr 上 的 最 大 值 , 以 m 表示 
函数 wx(z ,1) 在 边界 PP 上 的 最 大 值 。 如 果 定 理 不 真 ,那么 M > m。 此 时 在 R 内 一 定 存在 
着 一 点 (x* ,1" )( >0,a<x" <B), 使 函数 u(xz,t) 在 该 点 取 值 M。 作 晴 数 


ee PN Le 


47 
其 中 /=8-ao 由 于 在 i 


V(r,t)<mt+ m=6M (0<0<1), 


二 1 = 半 + 
而 

V(r',t )=M 
因此 ,函数 V(x,t) 和 w(x,t) 一 样 , 它 不 在 TT 上 取 到 最 大 值 。 设 V(x,t) 在 Rr 中 的 某 一 


点 (z，,4 ) 上 取 到 最 大 值 (4 >0,a< zi< 有 , 则 在 此 点 应 有 5 达 0,7 关 0( 如 果 和 < 了 T， 


则 =0; 如 果 4 = 工 , 则 守之 0) ,因此 在 点 (x1,44) 处 ， 


oaV ,9 V 
ee a 


但 由 直接 计算 并 利用 (4.1) 式 得 


dV a de 
di 9 并 gt dr” pi 2 


这 就 得 到 矛盾 。 它 说 明 原 先 的 假设 是 不 正确 的 。 证 毕 。 
注 “由 定理 1 的 证 明 可 见 , 若 u 是 非 齐 次 热传导 方程 w -4 = /( 其 中 F<0) 的 解 , 则 


仍 成 立 maxu = 二 中 Wo 


2. 初 边 值 问题 解 的 唯一 一 性 和 稳定 性 ”利用 上 面 的 极 值 原理 ,立刻 可 得 到 下 述 的 
定理 4.2 ”热传导 方程 的 初 边 值 问题 


u, = a wu, + f(x,t), 
en = 2p(Z)， (4.2) 
u(ast) = p(t),u(B,t) = p(t) 

在 区 域 Rr 上 的 解 是 唯一 的 ,而 且 连 续 地 依赖 于 边界 荆 上 所 给 定 的 初始 条 件 及 边界 条 件 。 
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证 假设 问题 (4.2) 有 两 个 解 x 及 4,, 则 其 差 x = u, 一 在 区 域 Ri 内 满足 齐 次 方 
程 (4.1), 而 在 P 上 取 零 值 ,于 是 由 上 述 的 极 值 原理 得 到 在 Ri 上 4 夺 0, 即 这 两 个 解 在 R， 
ls 
其 次 ,如果 初 边 值 问 题 的 两 个 解 x, 和 u, 在 丁 , 上 满足 : 
a 
则 由 极 值 原理 得 到 在 R; 内 也 成 立 着 
| | 
这 就 让 明了 初 边 值 问题 (4.2) 的 解 的 稳定 性 。 证 毕 。 
定理 4.1 中 所 证 明 的 极 值 原理 还 不 能 直接 应 用 于 热传导 方程 具 第 二 或 者 第 三 类 边界 条 
件 的 初 边 值 问 题 。 因 此 ,为 了 得 到 问题 (2.1) 一 (2.4) 的 解 的 唯一 性 与 稳定 性 ,还 需要 作 进 一 
步 的 讨论 。 


考虑 下 列 初 边 值 问 题 
u, 一 ax = 0， 
wl = p(n), (FE + hu | | = (EE) (4.3) 


u|,-o > (3 
其 中 hh 是 已 给 的 正常 数 。 我 们 要 估计 其 解 (x,t) 的 取 值 范围 。 为 此 , 令 
u(r,1)= eu, (4.4) 
其 中 4 >0 为 一 个 任意 给 定 的 正常 数 。 由 (4.3) 易 知 v 满足 
二 一 Q v,, + Av 二 0， 


i 9 -AI 
vl ep), (T+ ho) 一 这 (4.5) 
+=1{ 


人 
对 任意 满足 0 二 i 过 工 的 4 为 矩形 10 委 zz 委 /,0 委 :上 委 旬 | ,并 记 为 RK, 的 两 侧 及 底 
边 所 组 成 的 抛物 边界 ,考虑 v 在 R, 上 的 最 大 值 。 首 先 可 断言 ,如 果 v(x ,i) 在 R, 上 有 正 的 
最 大 值 , 则 这 个 最 大 值 必 在 一 上 达到 。 事 实 上 ,假设 v 在 (x。,t,) 处 (这 里 0< xo</,0<i 
肆 11 ) 达 到 正 的 最 大 值 , 则 由 本 数 取 极 值 的 必要 条 件 知 ,在 此 点 有 
v, 之 0， v,, 夺 0,H v>0, 
从 而 (4.5) 第 一 式 不 可 能 成 立 , 这 说 明 v 的 正极 大 值 只 可 能 在 上 达到 。 
如 果 wv 的 正极 大 值 在 t=0 时 达到 , 则 有 
vS max 9， 
如 果 v 的 正 最 大 值 在 xz =0 时 达到 , 则 有 


一 从 
Vv max e Cs 
0&1<& 站 


而 如 果 vw 的 正 最 大 和 值 在 x = /1,t= to (0 过 1 和 志 1) ) 时 达到 ,在 该 点 应 有 w, 宇 0, 从 而 由 x=/ 
处 的 边界 条 件 可 得 
vo) SE p(t) max ee 


0 和 委 和 
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再 考虑 到 v 在 R, 中 非 正 的 可 能 性 ,就 可 以 得 到 :对 任意 的 (z,t)ER ,成立 
| 


u(r 1) Smax(0, max p(X), max Go 
Ce ( US 1 1 


h 
于 是 
u(r,t)= erv(xr,t) 
41 -Ar e ‘p(t) 
er! max|0, max PT), max e 2 (4.6) 
0 5 1 ] 1 
对 的 最 小 值 进行 类 似 的 讨论 可 得 
一 人 
zt) 之 6 min(0, ming(7) ，min (0 ee 由 (4.7) 
< is! 1 


定理 4.3 “对 任意 给 定 的 工 >0, 热 传导 方程 的 初 边 值 问题 (4.3) 在 Ri 上 的 解 是 唯一 
的 , 旦 连续 地 依赖 于 初 值 pe(z) 及 边界 函数 ju (tz) ,p(t)。 
证 ”假设 初 边 值 问题 (4.3) 有 两 个 解 u, 及 zx , 则 其 差 w= xi 一 22; 满足 齐 次 方程 及 齐 
次 初 边界 条 件 , 于 是 由 (4.6) 及 (4.7) 得 到 在 Rr 上 4 二 0。 唯 一 性 得 证 。 
为 证 连续 依赖 性 ,假设 对 zxE[0,/],0 委 :上 委 了 成 立 
-eyo(7r)<e, -ep (te, -ep (lt)Se, 
则 由 (4.6) 及 (4.7) 式 (在 其 中 取 X=1), 有 


ee max (1 rt) < max 1, (4.8) 


h 
连续 依赖 性 得 证 。 证 毕 。 
注意 到 估计 式 (4.6) 及 (4.7) 要 求 有 >0, 因 而 还 不 直接 用 来 讨论 下 面 的 具有 第 二 类 边 
界 条 件 的 初 边 值 问题 的 解 的 唯一 性 与 稳定 性 : 
- a’u,, = 0， 0<r<il,t>0, 


be sy es | (4.9) 
a 
为 讨论 (4.9) ,我 们 可 用 未 知 函数 的 线性 变换 
元 wr)u (4.10) 


将 关于 x 的 问题 (4.9) 转 化 为 对 羡 的 问题 (4.3) ,从 而 可 得 到 问题 (4.9) 的 解 的 唯一 性 与 稳 


有 (4.11) 
易 见 史实 1,w, = -1。 经 过 简单 的 计算 可 知 ,去 满足 下 列 方程 
让 22 22 二 (4.12) 


Et 
而 相应 的 初始 条 件 与 边界 条 件 变 为 
lo = = + (二 十 五 ) 1 = pk, (4.13) 
il,.o = $= wr)p(r). (4.14) 
这 时 天 在 过 = /处 的 边界 条 件 已 是 第 三 类 边界 条 件 ( 其 中 户 =1)。 虽 然 方程 (4.12) 比 原来 
的 热传导 方程 复杂 一 些 , 但 只 要 在 变换 


二 一 Ar ~ 
粹 一 蕊 uw 
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中 取 4>2a’, 则 前 面 对 初 边 值 间 题 (4.5) 的 讨论 , 仍 可 适用 ,从 而 估计 式 (4.6)、(4.7) 对 
仍然 成 立 。 再 由 变换 式 (4.10) ,立即 可 得 

定理 4.4 对 任意 给 定 的 工 >0, 热 传导 方程 的 初 边 值 问 题 (4.9) 在 R 上 的 解 是 唯一 
的 ,而且 连续 地 依赖 于 初 值 p(z) 及 边界 函数 ji(1)、p,(1)。 

3. 柯 西 问题 解 的 唯一 性 和 稳定 性 ”现在 考察 热传导 方程 的 柯 西 问题 

半 = 坟 7 2 + f(x 1) 
u(x,0) = p(x) (- oo< 过 < oo). 
在 讨论 无 界 直线 上 的 问题 时 ,一 般 要 求 温度 的 分 布 是 有 界 的 ,因此 对 于 柯 西 问题 (4.15) 中 的 
未 知 函 数 u(x ,i) 要 加 上 在 整个 区 域 上 为 有 界 的 假设 , 即 要 求 存在 着 某 一 正常 数 B, 使 对 任 
何 :>>0,- co<z<oco, 都 有 |x(zryi)l 委 B。 以 下 就 在 具有 这 种 性 质 的 函数 类 中 讨论 柯 西 
问题 解 的 唯一 性 和 稳定 性 。 我 们 要 证 明 下 面 的 

定理 4.5 柯 西 问题 (4.15) 在 有 界 函 数 类 中 的 解 是 唯一 的 ,而 且 连 续 依赖 于 所 给 的 初 
始 条 件 。 

证 先 证 明 有 界 解 的 唯一 性 。 假 设 柯 西 问题 (4.15) 有 两 个 有 界 解 u, 及 u,, 则 其 差 x 
= ui 一 us 满足 齐 次 方程 (4.1) 及 零 初始 条 件 wx(z,0)=0(- oo<z<oco), 我 们 证 明 , 在 整个 
区 域 : 宇 0, -<xr< 吕 上 wu(z,t) 志 0。 尽 管 函数 x 是 有 界 的 :|u| 志 2B ,但 由 于 区 域 是 无 
界 的 , 靖 数 u(xz ,1) 可 能 在 任何 地 方 都 达 不 到 它 的 最 大 值 与 最 小 值 ,因此 我 们 不 能 直接 应 用 
前 面 的 极 值 原理 。 

为 了 应 用 极 值 原理 来 证 明 唯 一 性 ,对 于 上 半 平 面 的 任何 一 点 (x,,z。),zo>0, 我 们 考虑 
下 面 的 矩形 区 域 


(4.15) 


a Ee 
其 中 工 是 一 个 任意 给 定 的 正 数 。 作 函数 


2 
i 3 


LL 2 
它 在 区 域 Ru 上 是 连续 的 ,在 R。 内 部 满足 方程 (4.1) ,而 且 
2B(z 一) 
VR 0 u(x ,0), 


v(t LL) 22B >a(i, tL ,2), 
因此 在 R, 的 下 底 及 侧 边 上 成 立 着 不 等 式 
v(xX,t)u(r,t). 
于 是 由 定理 4.1 知道 在 区 域 R。 上 也 成 立 着 
vtAZz ti) 之 zzyt)， 
即 
全 > 
a 
同 理 我 们 可 证 明 在 区 域 R。 上 成 立 着 


2 
ur) (+t). 


+ a't > u(r,t). 
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特别 取 (zv ,i ) 点 ,就 得 到 
pl a 


L 
但 由 于 工 是 任意 的 , 令 L 一 o% ,就 得 
(rnt d= 0: 

又 因为 (zo ,to) 是 上 半 平 面 的 任 一 点 , 故 在 整个 区 域 中 u(x ,i) 夺 0, 这 就 证 明了 解 的 唯一 
性 。 

下 面 ,我 们 证 明 柯 西 问 题 的 有 界 解 对 初始 条 件 的 连续 依赖 性 。 为 此 ,只 须 证 明 当 | p(z)| 
硅 7 时 ,在 整个 区 域 : 宇 0,- 吕 <x<o 上 |u(x,t)| 二 yw。 这 可 和 证 明 解 的 唯一 性 完全 同样 
地 进行 证 明 , 而 只 要 取 肾 数 


人 十 本 :| 十 7 
来 代替 原来 的 辅助 函数 就 可 以 了 。 因 此 ,对 有 界 解 来 说 , 柯 西 问 题 的 稳定 性 也 成 立 。 
习 题 
1. 证 明 方程 3 = o 2 和 + cu(c 之 0) 具 狄 利克 雷 边 界 条 件 的 初 边 值 问题 解 的 唯一 性 与 稳定 性 。 


2. 利用 证 明 热传导 方程 极 值 原理 的 方法 ,证明 满 足 方程 2 各 + 这 =0 的 函数 在 有 界 闭 区 域 上 的 最 大 


值 不 会 超过 它 在 边界 上 的 最 大 值 。 
3. 证 明 初 边 值 问题 
UL 一 Cryt)， 


{ 


六 让 
u| -0=A(t)， (3 + hu ) 


, = jp (1) (h>>0),， 
ul, ,= 9(x) 
的 解 vc(z 1) 在 R,:10 过 1 之 44,0 达 x 过 中 满 中 


ar 
u(r, ) Se max (0, max p(x), max (« “i 人 和) ,二 max(e 站)， 
fs Qe h A R， 


1 


其 中 4 >0 为 任意 正常 数 。 
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本 节 讨 论 当 时 间 :一 + co 时 ,热传导 方程 初 边 值 问 题 及 柯 西 问题 解 的 渐 近 性 态 。 
1. 初 边 值 问题 解 的 渐 近 性 态 
先 讨论 初 边 值 问题 (2.1) 一 (2.4)。 由 第 2 节 的 讨论 ,当初 始 函 数 p(z) 满 足 p(z)EC ， 
9(0)=0,9 (0)+Ap)=0 时 ,我 们 用 分 离 变量 法 得 到 了 一 个 用 级 数 表示 的 经 典 解 
u(x,t)= yer ein V Az, (5.1) 
其 中 


1 . 
A = HH | (6sin Vsae， (5.2) 
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四 A 
We (5.3) 
而 A 为 下 列 超越 方程 
tan(v AZ) Ss (4 


1 
开 一 Ws 
a 4 。 峙 由 上 节 关 于 唯一 性 的 讨论 , 当 oo 满足 前 述 条 件 
ra 
定理 5.1 假设 初始 阴 数 g(r) 满 足 gE C ,pg(0)=0,9 (1)+ho(1)=0。 则 当 1 艳 
于 无 穷 时 ,问题 (2.1) 一 (2.4) 的 唯一 的 经 典 解 指数 衰减 地 趋 于 零 , 确 切 地 说 , 当 1 一 + co 时 ， 
对 一 切 xE[0,7] 
Ce sy 
其 中 CC 为 一 个 与 解 无 关 的 正常 数 。 


证 唯一 的 经 典 解 由 (5.1) 式 给 出 。 由 (5.2) ($.3) 可 知 ,对 一 切 &， 
WW eh (5.6) 


其 中 C, 为 仅 与 g ER 由 入 所 满足 的 估计 式 可 知 , 当 一 品 时 ,4 = 
O(k? ) , 故 有 > 元 一 -< +co。 另 一 方面 ,由 指数 函数 的 性 质 可 知 , 当 1 之 1 时 ,对 一 切 k 
之 2 成 立 
人 人 CR 
其 中 (> 为 一 个 与 上 无 关 的 正常 数 。 于 是 当 1 宇 1 时 ,对 一 切 xE [0,7] ,成立 
区 De 2 


> 人 1 = 
< C7 (1 十 (A, Ns Ai)e . ! pW e 了 
x 


[i I > 是 | 人 (5.8) 


证 毕 。 

2. 柯 西 问题 解 的 渐 近 性 态 

下 面 转 而 讨论 热传导 方程 柯 西 问 题解 的 渐 近 性 态 。 由 前 二 节 的 讨论 可 知 , 当 op (x) 为 
有 界 连续 函数 时 ,热传导 方程 的 柯 西 问题 


Qt ,0a 
| dar 一 a 了 ($.9) 
u(r,0) = Op(Z) (5.10) 


的 唯一 解 由 下 列 的 泊 松 积分 给 出 : 
_(r C8) 


u(r, 一 4 S.11 
Ee FS | 网 p(E)e 3 (5.11) 


darted vt De rr “pr 
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t+ tx 


为 了 讨论 解 的 渐 近 性 态 ,还 需 对 p 加 上 进一步 的 条 件 。 如 果 | ig(x+)| dx 收敛 , 则 称 


opEL'(R), 并 i 记 


| ee 2 | | p(X) | dx. ($5.12) 
定理 5.2 设 wo 是 有 界 连 续 函 数 , 且 gE€L(R), 则 柯 西 问题 (5.9)、(5. 10) 的 唯一 经 典 

解 具 有 如 下 的 渐 近 性 态 : 对 一 - 急 .r ER,1>0, 当 1+ % 时 ,一 致 地 成 立 
和 (5.13) 


其 中 C 为 一 个 仅 与 a 及 | 9 liom) 有 关 的 正常 数 。 
证 ”由 (5.11) 式 ， 


pd i | g(&€)1e i | pg(&€)1dE= Ct 7. (5.14) 
证 毕 。 

对 一 维和 三 维 热传导 方程 的 柯 西 问题 ,同样 容易 证 明 , 它 们 的 解 分 别 具 有 + ! 及 1 的 
衰减 率 ( 作 为 习题 )。 


由 上 面 的 讨论 可 见 , 在 :一 + co 时 ,热传导 方程 初 边 值 问题 的 解 具 有 指数 衰减 率 , 而 热 
传导 方程 的 柯 西 问题 的 解 具有 工 的 衰减 率 , 其 中 ”为 空间 变量 的 维 数 。 


习 题 


u, ~- au,, 0， 
wl, | :二 0， 
ul,.o= p(x) 


的 解 当 1 > + co 时 指数 地 衰减 于 零 ,其 中 p 为 连续 函数 , 且 pg(0)- p(1)=0。 
2. 证 明 : 当 p(zr,y) 为 Ri 上 的 有 界 连续 函数 , 且 pg€ L'(R ) 时 ,二 维 热传导 方程 柯 西 问题 的 解 , 当 1 
.> + oo 时 ,以 上 “衰减 率 趋 于 零 。 
3. 证 明 ; 当 p(x,y,z) 为 RY 上 的 有 界 连 续 函 数 , 且 ELI(R' ) 时 ,三 维 热传导 方程 柯 西 问题 的 解 , 当 


:> + oo 时 ,以 1 了 衰减 率 趋 于 零 。 


1. 证 明 下 列 热传导 方程 初 边 值 问题 
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本 章 介绍 最 典型 的 椭圆 型 方程 一 一 调和 方程 (又 称 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方 程 ) 和 泊 松 
(Poisson) 方 程 。 在 $1 中 介绍 了 调和 方程 的 边界 条 件 和 边 值 问题 的 提 法 。$2 中 应 用 格林 
公式 ,导出 了 调和 方程 解 的 平均 值 定理 ,进而 证 明了 调和 函数 的 极 值 原理 ,然后 应 用 极 值 原 
理 讨论 了 第 一 边 值 问题 的 解 的 唯一 性 和 稳定 性 。$ 3 中 对 特殊 区 域 ( 球 、 半 空间 等 ), 导 出 了 
第 一 边 值 问 题解 的 表达 式 。 $4 中 证 明了 强 极 值 原理 ,利用 它 讨论 第 二 边 值 问题 解 的 唯一 
性 问题 。 本 章 中 对 调和 郴 数 的 其 它 一 些 重要 性 质 也 作 了 介绍 。 对 于 一 般 区 域 上 第 一 边 值 问 
题解 的 存在 性 问题 , 仅 介 绍 一 些 结果 并 指出 几 种 证 明 方 法 。 
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1. 方程 的 导出 ”在 这 一 章 中 我 们 主要 研究 调和 方程 (又 称 拉 普 拉 斯 方程 ) 


_ 9°u 9* > ey 


Me (1.1) 
及 泊 松 方程 
du 9u az 、 
A = RY (于 
的 基本 定 解 问题 及 解 的 性 质 。 


方程 (1.1) 及 (1.2) 在 力学 .物理 学 问题 中 经 常 碰 到 。 在 第 一 章 中 我 们 研究 了 膜 的 振动 
问题 , 当 人 研究 在 不 随时 间 而 变化 的 外 力 F(x,y) 作 用 下 膜 的 平衡 时 , 膜 的 位 移 w 和 时 间 无 
关 , 于 是 膜 振 动 方程 


2? 9? 2? 
oa Tg a )+ Forse) 
就 化 为 膜 平衡 方程 
De 
eh 
或 与 为 


ou 9 u_ F(zr,y) 
dar” ay TT. 
它 就 是 二 维 的 泊 松 方程 。 从 第 二 章 中 的 讨论 我 们 也 可 看 到 , 当 研 究 稳 定 状态 热 的 传导 问题 
时 也 导致 泊 松 方程 ,特别 在 没有 热源 时 就 得 到 调和 方程 。 此 外 ,从 复 变 函数 论 中 知道 ,一 个 
解析 肾 数 的 实 部 与 虚 部 分 别 满足 二 维 的 调和 方程 。 
调和 方程 和 泊 松 方程 的 应 用 十 分 广泛 ,下面 再 介绍 几 个 导致 调和 方程 和 泊 松 方程 的 实 
例 。 
(1) 引力 位 势 ”在 数学 史上 导致 调和 方程 的 一 个 著名 的 实例 来 自 牛顿 万 有 引力 。 根 据 
牛顿 万 有 引力 定律 ,位 于 (xz, yo, zo) 处 质量 为 M 的 质点 对 位 于 (z,y,z) 处 具 单 位 质量 的 
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质点 的 引力 ,其 大 小 等 于 Mi/r* .而 作用 方向 沿 着 这 两 点 的 连 线 , 指 向 (zu,yo,zo) 点 ,其 中 
-VUz zj+y-y) +(x- zxo) 为 这 两 点 之 间 的 距离 。 写成 向 量 形式 , 即 为 


M/xr-ro yy YY XX Zo 
F(x,y,2)=—- re 
r r r r 


F(x,y,z) 称 为 引力 场 函 数 。 显 然 引力 场 函 数 是 位 势 函 数 


M 
PURINE 


的 梯度 :F = gradyg。 除了 允许 相差 一 个 任意 常数 外 ,位 势 函 数 是 唯一 确定 的 。 

车 有 以 密度 p(x,y,z) 分 布 在 区 域 0 上 的 质量 。 那么 它 产生 的 引力 场 应 该 为 其 上 各 
质点 产生 的 引力 场 的 合 加 。 在 区 域 Q 上 的 质量 所 产生 的 总 引力 位 势 应 为 

因 dédnd®e 
p(x ,ysz) |ece.n.®) a 1 
通过 直接 计算 可 以 验证 ,pg(7z,y,z) 在 0 以 外 满足 调和 方程 
Ap=0. 
还 可 以 进一步 验证 , 若 p(x,y,z) 满 足 Holder 条 件 0, 则 p 在 Q 内 满足 泊 松 方程 
Ap= 一 4rpo. 

(2) 静电 场 的 电位 势 ” 设 空间 中 有 一 电荷 密度 为 o(ryy,z) 的 静电 场 。 在 此 电场 内 任 

取 一 由 闭 曲 面包 围 的 区 域 G, 由 静电 学 知 ,通过 > 向 外 的 电 通 量 等 于 G 中 总 电量 的 4x 


倍 , 即 成 立 
人 " nds = 4 |edraya, 


其 中 EF 为 电场 强度 矢量 ,而 n 为 > 上 的 单位 外 法 线 向 量 。 利用 格林 公式 并 注意 到 G 的 任 
意 性 ,可 得 
divE = 4xp. (1.4) 
又 由 库仑 定律 可 知 , 静 电场 是 有 势 的 , 即 存在 静电 位 势 “= u(x,y,z), 使 
E= -grad wu. 
将 其 代入 (1.4) 式 , 即 得 静电 位 势 x 满足 以 下 的 泊 松 方程 
， Au = 三 一 4zrr0. 
特别 地 , 若 在 某 区 域 中 没有 电荷 存在 , 则 在 此 区 域 中 静电 位 势 * 满足 调和 方程 。 
定义 ”调和 方程 (1.1) 的 连续 解 , 也 就 是 说 具有 关于 变量 x 和 > 的 二 阶 连 续 偏 导数 并 
且 满 足 方程 (1.1) 的 连续 函数 解 称 为 调和 函数 。 
在 两 个 自 变 量 的 情形 ,调和 函数 的 许多 性 质 已 在 复 变 函数 论 中 讨论 过 ,这 里 不 再 重 腥 ， 
下 面 的 叙述 将 以 三 维 的 情形 为 主 。 
2. 定 解 条 件 和 定 解 问题 为 了 在 空间 的 某 一 区 域 中 确定 方程 (1.1)( 或 (1.2)) 的 解 , 还 
必须 附加 一 些 定 解 条 件 。 因 为 现在 方程 及 解 x 与 时 间 : 无 关 , 所 以 定 解 条 件 中 只 有 边界 条 
件 ,此 种 定 解 问题 称 为 边 值 问题 。 如 同 第 一 章 对 膜 振动 方程 所 提 的 三 种 类 型 的 边界 条 件 ,对 


中 若 函 数 f(M) 在 其 定义 域 中 满足 1 FM ) - F(Mz)1 委 CNMM: ,其 中 0 之 rr 之 1, 而 C 为 一 个 正常 数 , 则 称 函 数 
f 满足 Halder 条 件 。 
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方程 (1.1)( 或 对 方程 (1.2)) 也 可 以 提 三 种 类 型 的 边 值 问 题 ,分 别称 为 第 一 边 值 问题 ,第 二 边 
值 问题 及 第 三 边 值 问题 。 在 本 章 中 我 们 主要 研究 第 一 及 第 二 边 值 问题 。 
(1) 第 一 边 值 问题 ( 狱 利 克 雷 (Dirichlet) 问 题 ) 在 空间 (z,y,z) 中 某 一 区 域 2 的 边界 
夏 上 给 定 了 一 个 连续 函数 g ,要 求 找 出 这 样 的 一 个 函数 u(x,y,z), 它 在 0Q 内 是 调和 函数 ， 
在 QUT 上 连续 ,并 在 玉 上 与 已 给 的 函数 g 重合 : 
7 (1.5) 
(2) 第 二 边 值 问 题 ( 诺 伊 曼 (Neumann) 问 题 ) 在 某 光 滑 的 闭 曲 面 愉 上 给 出 连续 函数 
8 ,要 寻找 这 样 一 个 函数 u(x ,y,z), 它 在 研 的 内 部 区 域 Q 中 是 调和 函数 ,在 0 UT 上 连续 ， 


且 在 厂 上 的 任 一 点 沿 厂 的 单位 外 法 线 方向 n 的 方向 导数 5 存在 ,并 且 就 等 于 已 给 函数 g 
在 该 点 的 值 : 


9 1 
anl, 8 
此 外 ,在 应 用 中 我 们 还 经 常会 遇 到 狄 利克 雷 问题 和 诺 伊 曼 问 题 的 另 一 种 提 法 。 例 如 当 
确定 某 物 体外 部 的 稳定 温度 场 时 ,就 归结 为 求 区 域 2 外 的 函数 wx ,使 满足 方程 (1.1) 和 边界 
条 件 u|; = g, 这 里 矿 是 0Q 的 边界 ,g 表示 物体 表面 的 温度 分 布 。 又 如 在 流体 力学 的 绕 流 问 
题 中 ,常常 需要 确定 某 有 界 区 域 9 外 部 流 场 的 速度 分 布 。 如 果 流 场 是 有 势 的 ,而 且 所 考虑 
的 流体 是 不 可 压缩 的 ,那么 速度 势 p 在 Q 的 外 部 满足 拉 普 拉 斯 方程 (1.1), 且 在 绕 流 物体 的 


边界 全 上 应 有 5 名 | = 0。 因 此 决定 0 外 部 流 场 的 速度 分 布 的 问题 就 归结 为 求 一 个 在 曲面 


矿 外 部 为 调和 的 消 数 ,使 它 在 厂 上 满足 所 给 的 边界 条 件 。 这 样 ,我 们 看 到 , 找 一 个 函数 x 在 
曲面 矿 外 部 为 调和 ,而 在 曲面 只 上 满足 所 给 的 边界 条 件 ,这 样 的 定 解 问题 在 实用 上 是 很 需 
要 的 , 称 它 为 拉 普 拉 斯 方程 的 外 问题 。 与 此 相应 ,我 们 把 上 面 第 一 个 例子 中 所 提 的 问题 称 为 
狄 利克 雷 外 问题 ,第 二 个 例子 中 所 提 的 问题 称 为 诺 伊 曼 外 问题 。 

拉 普 拉 斯 方程 的 外 问题 是 在 无 穷 区 域 上 给 出 的 , 定 解 问题 的 解 在 无 穷 远 处 是 否 应 该 加 
以 一 定 的 限制 呢 ? 我 们 可 举例 说 明 当 在 无 穷 远 处 不 加 任何 限制 时 ,外 问题 的 解 并 不 唯一 。 
例如 考察 以 原点 为 心 的 单位 球面 厂 作为 边界 曲面 的 狄 利克 雷 外 问题 ,并 给 出 边界 条 件 


zx | 一 工 


容 uu) 0 ER 这 I ， 
容易 看 出 ,xi(z,y,z) 区 i A 


程 ,并 在 单位 球 上 满足 上 述 边界 条 件 。 因 此 如 果 在 无 穷 远 处 不 加 限制 ,就 不 能 保证 外 问题 解 
的 唯一 性 。 那 么 ,对 解 在 无 穷 远 处 究竟 应 该 加 以 怎样 的 限制 呢 ? 在 三 维 的 情形 ,通常 要 求解 
在 无 穷 远 处 的 极限 为 零 , 即 
limu(z,y,z)=0 (r=vVrx +y +xz’ ). (1.7) 

这 就 排除 了 上 面 的 解 u, (x,y,z) 三 1。 

现在 我 们 确切 地 叙述 拉 普 拉 斯 方程 外 问题 的 提 法 。 

(3) 狱 利 克 雷 外 问题 在 空间 (zxz,y,z) 的 某 一 财 曲 面 愉 上 给 定 连 续 函 数 g ,要 找 出 这 
样 一 个 函数 u(xz,y,z), 它 在 本 的 外 部 区 域 Q 内 调和 (无 穷 远 处 除外 ) ,在 0 UT 上 连续 ， 
当 点 (z,y,z) 趋 于 无 穷 远 时 ,x(z,y,z) 一 致 地 趋 于 零 ( 即 满足 条 件 (1.7)) ,并 且 它 在 愉 上 


(1.6) 
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取 所 给 的 函数 值 : 
ulr= g. (1.8) 
(4) 诺 伊 曼 外 问题 在 光滑 的 闭 曲面 夏 上 给 出 连续 函数 g ,要 求 找 出 这 样 一 个 函数 
u(x,y,z), 它 在 闭 曲 面 T 的 外 部 区 域 Q 内 调和 ,在 0 UT 上 连续 ,在 无 穷 远 处 满足 条 件 
(1.7), 且 在 研 上 任 一 点 沿 区 域 2 的 单位 外 法 线 方向 n《 指 向 曲面 研 的 内 部 ) 的 法 向 导数 


了 加 存在 ,并 且 满 足 


5 、 二 (1.9) 

为 了 和 外 问题 相 区 别 ,我们 有 时 把 定 解 问题 (1) 及 (2) 分 别称 为 狄 利克 雷 内 问题 和 诺 仇 
曼 内 问题 。 

对 于 泊 松 方程 (1.2) 的 四 种 边 值 问题 ,只 要 找 出 泊 松 方程 的 一 个 特 解 ,由 释 加 原理 ,就 能 
化 为 调和 方程 (1.1) 的 对 应 的 边 值 问 题 。 当 g 满足 Halder 条 件 时 ,这 种 特 解 是 容易 找到 的 
(参见 (1.3) 式 )。 所 以 我 们 以 后 主要 研究 调和 方程 (1.1) 的 边 值 问题 。 

3. 变 分 原理 在 物理 和 力学 中 有 几 个 关于 能 量 极 大 或 极 小 的 定律 ,它们 与 描述 质量 . 动 
量力, 热量 .电量 等 物理 量 为 守恒 或 平衡 的 其 它 物理 定律 具有 同样 的 重要 人 性。 由 前 两 章 ,我 
们 已 知 能 量 往往 可 用 积分 表示 。 这 种 积分 表达 式 的 极 值 问题 被 称 为 变 分 问题 。 某 些 物 理 
学 .力学 的 变 分 问题 也 会 导出 调和 方程 或 泊 松 方程 的 定 解 问题 。 

作为 一 个 例子 ,我 们 考察 薄膜 的 平衡 问题 。 设 有 一 边界 固定 的 薄膜 ,在 外 力作 用 下 处 于 
平衡 状态 。 力学 中 有 如 下 的 最 小 总 位 能 原理 :在 一 切 可 能 的 位 移 中 ,真实 位 移 使 总 位 能 达到 
最 小 。 

采用 第 一 章 中 的 记号 ,用 u(r,y) 表 示 在 (x,y) 处 薄膜 的 垂直 位 移 , F(z,y) 表 示 垂 直 
外 力 的 密度 。 记 薄膜 在 水 平面 Oxy 上 的 投影 区 域 为 2 , 它 具 有 光滑 边界 卫 , 则 在 外 力 下 作 
用 下 薄膜 的 总 位 能 为 (参见 第 一 章 (6.7) 式 ) 


lt 
以 ju) 表示 总 位 能 ,不 计 一 个 常数 因子 , 它 可 写 为 


ww -EE 


dzxdy. 


dzxdy,， (1.10) 


其 中 
0 
因为 薄膜 的 边界 固定 , “一切 可 能 的 位 移 " 就 是 所 有 具有 一 定 的 光滑 性 , 且 在 边界 上 等 于 
零 的 位 移 函 数 。 例 如 , 按 下 式 
Vo= lv€EC(N)N C(O),v 1 =0|， (1.11) 
给 定 函 数 集合 V, , 则 一 切 可 能 的 位 移 可 取 为 集合 V。 中 元 素 的 全 体 。 这 样 , 最 小 总 位 能 原 
理 可 以 用 如 下 的 数学 形式 表述 :车 x 为 真实 位 移 , 则 wu€ V,, 且 满足 
jx) = min J(v). (1.12) 


变 分 问题 与 泊 松 方程 的 边 值 问题 有 密切 的 关系 。 对 于 变 分 问题 (1.12) 与 下 述 泊 松 方程 
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的 狄 利克 雷 问 题 
= = fs 
| (1.13) 


我 们 可 证 明 如 下 的 

定理 1.1 ( 变 分 原理 ) 如 果 满 足 (1.12) 的 函数 xE V 存在 , 它 必 满足 (1.13)。 反 之 ， 
若 :是 定 解 问 题 (1.13) 属 于 V 的 解 , 则 zx 必 为 变 分 问题 (1.12) 的 解 。 

证 若是 变 分 问题 (1.12) 的 解 , 任 取 wEV, 令 v= w+ hw, 其 中 4 为 任 一 实数 。 
显然 有 vE V ,有 是 


en ne - 作 去 [( 天 Ce 2w)) + (元 + 2w)) | -7 huw) | dzdy 
9 ¢w 


du du dz pi dw dw 
{1 fn 


由 (1.12),J(xz+Aaw) 在 4=0 取 到 极 小 值 ,应 有 


Etaw) = 人 0 
即 
du 9 rw du Or 二 
由 + fw jdzdy 0 (1.14) 
但 由 格林 公式 


9 
= | tw ds -| * wadrdy. 
rT 


由 于 wE Vo,w|r=0, 上 式 右 端 第 一 项 为 0, 从 而 由 (1.14) 式 得 到 ,对 任何 给 定 的 
wE Vo ,成 立 
| au + fwdrdy = 0. Gls ls) 


nn 


由 此 可 知 ,Au+ ff 在 0 中 必 恒 等 于 0。 事实 上 , 若 Aut+f 在 0 中 某 点 (x。 ,yo ) 不 等 于 0, 不 
失 一 般 性 , 设 (Au + 了 )(zo,yo)>0, 则 由 Au + 了 的 连续 性 知 , 必 存 在 (x ,yo) 的 一 个 邻 域 ， 
在 此 邻 域 中 成 立 Ax + f>0。 这 样 , 取 w 为 在 (ru,yo) 点 附近 大 于 0, 而 在 其 外 等 于 0, 就 有 
| uv + f)wadzrdy > 0， 
而 与 (1.1$) 式 矛盾 。 因 此 ,在 2 中 必 有 
Au + f=0. 
又 由 xzEV, 因 此 xl =0, 即 x 为 问题 (1.13) 的 解 。 
反之 , 若 xE V 是 泊 松 方程 定 解 问题 (1.13) 的 解 , 则 对 V。 中 的 任 一 给 定 的 w ,成 立 
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Ce 
-| (ez + f)wardy = 0. 
由 此 ,利用 格林 公式 易 知 ,对 任何 给 定 的 w€ V ,成 立 
人 5 到 + + -fw jrdy =0. (1.16) 
任 给 vE Vi , 令 Pom ,就 有 


2 
WU fw Jaxrdy 


让 [( 瑟 ) 十 (器 ) ]waw， 
再 利用 (1.16) 式 即 得 


1(v) = 41) + 3 (3 w) + [= 


注意 到 wwE Vo ,我 们 有 


下 

es 
SS. 
只 
SS. 
心 


J(v) 之 几 z)， 
目 等 号 仅 当 w 三 0 时 成 立 。 这 就 证 明了 wu 满足 (1.12) 式 , 即 x 也 是 变 分 问题 (1.12) 的 解 。 
证 毕 。 

变 分 原理 提供 了 研究 偏 微分 方程 边 值 问题 的 一 个 新 观点 和 新 途径 。 它 也 可 以 提供 求 偏 
微分 方程 边 值 问题 的 解 (包括 近似 解 ) 的 方法 。 但 是 ,定理 1.1 本 身 并 未 告诉 我 们 败 v) 古 否 
存在 取 极 小 值 的 元 素 ,更 没有 回答 J(v) 是 否 在 V。 中 取 到 极 小 值 。 因此 ,要 用 变 分 方法 来 
研究 狄 利克 雷 问题 (1.13) , 尚 有 一 些 基 础 性 的 工作 要 做 。 随 着 近代 数学 理论 的 发 展 ,诸如 积 
分 (1.10) 在 哪 种 函数 类 中 确实 存在 极 小 值 等 问题 都 得 到 了 严格 的 阐述 与 论证 ,从 而 确立 了 
变 分 原理 在 数学 物理 方程 中 的 重要 作用 。 


习 题 
本 
( 即 满足 方程 了 + + 各 =0) , 试 证 明 
f(T)=0 tt (nz#2), 


f(r) = telni (n=2), 


其 中 Cl+C2 为 任意 常数 。 
2. 证 明 : 拉 普 拉 斯 算 子 在 球面 坐标 (r ,9,9) 下 可 以 写成 
a 1 1 au 


二 一 = sin 0 二 | 十 一 一 
rr or rsing90 90 rsSim DO op9 


Az = 


Or 


3. 证 明 : 拉 普 拉 斯 算 子 在 柱 面 坐标 (x ,90,z) 下 可 以 写成 


4. 证 明 下 列 函 数 都 是 调和 函数 : 
(1) czr+ay+c (ay pc 为 常数 ); 
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(2) rx*~y 和 2xry; 
(3 -3dy MI 
(4) shnysinnr,shnycosnr,chnysinnr 和 chny cosnx(n 为 常数 ); 
($5) shxr(chr+cosy) 和 siny(chx +cosy) '. 
5. 证 明 用 极 坐 标 表 示 的 下 列 函 数 都 满足 调和 方程 : 
(1) Inr 和 9; 
(2) r"cosn0 和 yr” sinn0 (n 为 常数 ); 
(3) r lnrcos0~r 0sin0 和 rlnrsin0+ r Ocos0. 
6. 用 分 离 变 量 法 求解 由 下 述 调和 方程 的 第 一 边 值 问 题 所 描述 的 矩形 平板 (0 志 + 志 a,0 志 y 志 5) 上 的 
稳定 温度 分 布 : 


u(0,y)=u(a,y)=0, 
u(x,0)=sin ,u(r,b)=0. 
7. 在 膜 型 扁 壳 渠道 闸门 的 设计 中 ,为 了 考察 闸门 在 水 压力 作用 下 的 受 力 情况 ,要 在 矩形 区 域 0 过 x 志 4， 
0 和 > 委 & 上 求解 如 下 的 非 齐 次 调和 方程 的 边 值 问题 : 
Ax=p+da (p<<0,g>0 常数 )， 


ou 


=0, wu|,-,=0 
dm 、 二 用 | 


证 | 地 SEE 大 全 
试 求解 之 。( 提 示 : 令 = ur+(z-ae)(A+g) 以 引入 新 的 未 知 函 数 ,并 选择 适当 的 了 及 g 之 值 ,使 %w 
满足 调和 方程 ,再 用 分 离 变 量 法 求解 。) 
8. 举例 说 明 在 二 维 调和 方程 的 狄 利克 雷 外 问题 中 ,如 对 解 u(x,y) 不 加 在 无 穷 远 处 为 有 界 的 限制 , 那 
么 定 解 问题 的 解 就 不 是 唯一 的 。 
9. 设 


Ee EE EE -wk 
考察 变 分 问题 : 求 x€ V ,使 | 
J(u)= minJ(v), 
其 中 V=C (2)mcC (2)。 试 导出 与 其 等 价 的 边 值 问题 ,并 证 明 它 们 的 等 价 性 。 


2 格林 公式 及 其 应 用 


1. 格林 (Green) 公 式 
设 0 是 以 足够 光滑 的 曲面 丁 为 边界 的 有 界 区 域 ( 可 以 是 多 连通 区 域 ),P (x,y,z)， 
Q(zr,y,z),R(zx,y,z) 是 在 QUT 上 连续 ,在 0 内 有 连续 偏 导 数 的 任意 函数 , 则 成 立 


9P 39Q 93939R 
(二 + eh 十 去 ja 
= | (Peos(n,z) + Qecos(n,y) + Reos(n,z))dS, 
rT 


其 中 dQ 是 体积 微 元 ,n 是 T 的 外 法 线 方向 ,dS 是 厂 上 的 面积 微 元 。 
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设 函 数 u=u(r,y,z) 和 v(x,y, z) 以 及 它们 的 所 有 一 We 0 


彝 , 它 们 的 所 有 二 阶 偏 导数 在 4 内 连续 。 在 上 式 中 令 p=# 9,Q0=u R=-w ,我 
们 就 得 到 格林 第 一 公式 。 


由 
3 -村 综 芋 + 芝 芝 + 下 下 ja (2.1) 
n 
9 a? 


其 中 A= F372 "a 0 ;表示 外 法 向 导数 。 


在 (2.1) 中 将 函数 u,v 的 位 置 交换 ,得 


lss ud{2 
n 


- 吕 s- 人 瑟 莹 + 功臣 并 站 所 (2.2) 
自 (2.1) 减 去 (2.2)， 我 们 就 得 到 格林 第 二 公式 : 
ese na GE FdS -ob 3 as: (2.3) 


公式 (2.3) 对 0 内 二 阶 连续 可 导 ， 在 QUT 上 有 连续 一 We (32) 发 
vu(X， y， z ) 成 立 。 
利用 上 述 格 林 公 ee 一 些 基本 性 质 。 首 先 我 们 导出 调和 函数 的 积 
分 表达 式 。 考 察 函数 
1 1 


No es (2.4) 
”Mo M V De 
此 处 Mu (7zo， 0， z,) 是 区 域 0 内 的 某 一 固定 点 。 蜗 外 处 处 满足 方程 


Mo M 


(1.1)， ER 称 为 三 维 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 。 
在 公式 (2.3) 中 取 u 是 调和 函数 ,而 取 v= 一。 由 于 函数 v 在 区 域 2 内 有 奇异 点 Mu , 因 


此 对 区 域 2 不 能 直接 应 但 是 ,如 果 在 区 域 人 内 除去 一 个 以 M。 为 中 
心 充分 小 正 数 e 为 半径 的 球 天， , 则 在 剩 下 的 区 域 2、\ 天 中 函数 v 就 是 连续 可 导 的 了 。 在 
区 域 0 \、K, 上 对 上 述 的 函数 u 和 应 用 公式 (2.3) ,得 


人 


ON 天， 


其 中 下 是 球 玉 的 表面 。 在 区 域 0\ K, 内 Ax = 0,A 二 = 0。 在 球面 上 ,由 于 


天 了)}= - 让 (十)= 吉 -六 
dn\r 9 7 


因此 
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小 了 (地 js = | Rn 


其 中 “是 函数 x 在 球面 卫 上 的 平均 值 。 类 似 地 ， 有 
| > Fd | 2] 
9 


此 处 { 渡 是 函数 入 在 球面 六 上 的 平均 值 。 因 此 ,由 公式 (2.5) 得 


由 元 ( j- 地 下 Jas rm -4ne (2) 人 


在 上 式 中 令 es 一 0， 就 得 到 调和 函数 的 基本 积分 公 Y 式 
u 
«Mo) =- 二 几 | woo 这 [元 5 5 asy. (2.6) 


这 样 , 对 于 在 QUT 上 有 连续 一 阶 偏 导 数 的 调和 函数 ,其 在 区 域 2 内 任 一 点 M, 的 值 ,可 
通过 积分 表达 式 (2.6) 用 这 函数 及 其 法 向 导数 在 区 域 边 界 厂 上 的 数值 来 表示 。 

上 面 我 们 的 推导 是 在 假设 点 Mu (zu,yi,zo) 为 区 域 Q 中 的 点 而 进行 的 。 如 果 把 M， 
点 取 在 2 之 外 或 者 取 在 2 的 边界 夏 上 ,可 以 类 似 地 得 到 另外 两 个 式 子 。 把 它们 与 (2.6) 式 
合并 起 来 可 写 为 


0 ( 若 M, 在 0Q 外 )， 
-jz 半 ( 主 )- 二 于 jas = 2xu(M。) (车 M, 在 上)， (公司 
4rxu(M) ( 若 M, 在 0 内). 
同样 ,如果 在 QUT 上 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ,而 在 区 域 2 内 ,Au = 下 ,就 可 以 得 到 与 
(2.6) 相 类 似 的 公式 
] 上 1] 9u(l(M) 


1 a 
u(M,) 一 直上 志 (6 7 M，M 9n 


去 suo 


M 


(2 二) 


由 格林 公 \ 式 立即 得 出 调和 函数 的 下 述 重要 性 质 。 
定理 2.1 设 函 数 x 在 以 曲面 一 为 境界 的 区 域 2 内 调和 ,在 0 UT 上 有 连续 一 阶 偏 导 
数 , 则 


Es Ce (2.9) 
证 只 要 在 公式 (2.3) 中 取 zx 是 所 给 的 调和 郴 数 ,而 取 v 寺 1 ,就 得 到 (2.9)。 
由 此 定理 ,我们 得 出 诺 伊 曼 内 | .= 了 有 解 的 必要 条 件 是 函数 /满足 


i 


由 (2.6) 式 ,(2.8) 的 第 一 项 是 一 个 调和 函数 。 于 是 ,由 有 从 加 原理 得 
en 


4 区 rm M 
站 


TCM 三 二 (2 (2.10) 
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是 泊 松 方程 
Au=F 
的 一 个 特 解 ( 试 与 (1.3) 式 相 比 较 )。 
2. 平均 值 定理 在 上 段 中 ,我 们 得 到 了 将 调和 函数 用 其 边界 上 的 积分 表示 出 来 的 公式 
(2.6), 由 此 就 可 以 得 到 下 面 反映 调和 函数 重要 特性 的 平均 值 公 式 。 
定理 2.2 (平均 值 公式 ) 设 函 数 u(M) 在 某 区域 2 内 调和 , Mo 是 1 中 的 任 一 点 。 则 
对 以 M, 为 中 心 .a 为 半径 完全 落 在 区 域 2 的 内 部 的 球面 也 ,成 立 


:| vas， (2.11) 


47a 


ul(M,) = 
证 ”把 公式 (2.6) 应 用 到 球 心 在 点 M, .半径 为 a 的 球面 上 ,得 到 
1 aa ill 1 9u 


但 在 T, 上 上 = 二 ,于 是 由 定理 2.1 得 


1 ou l/r9u 
| Do 
另 一 方面 ,学 [十 】| = - 志 ( 因 为 在 球面 人 上 外 法 线 方向 与 失 逢 方向 一 至 ,于 是 


9 
直 FdS 二 一 ||uds. 
所 以 
1 
u( Mo) = | 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 
法 ”在 证 明 这 定理 时 ,我 们 利用 了 等 式 (2.6) , 它 是 在 假设 函数 "在 球面 上 导数 了 


在 而 推出 的 。 如 果 函 数 u(M) 在 闭 区 域 0UT 上 连续 ,在 0 内 满足 方程 Au =0, 那 么 仅 根 
据 上 面 的 推理 尚 不 能 断言 对 一 个 同 一 相 切 的 球面 也 也 成 立 (2.11) 式 。 但 因为 公式 (2.11) 
对 任意 一 个 < av 的 球 书 总 是 正确 的 ,然后 取 极 限 a 一 a6, 即 得 关于 卫 的 公式 (2.11)。 

3. 极 值 原理 调和 函数 的 一 个 重要 性 质 就 是 成 立 着 极 值 原理 , 即 它 不 能 在 区 域内 部 取 
到 极 值 。 这 从 相应 的 物理 模型 中 就 可 以 直观 地 得 到 预示 。 以 稳定 温度 场 为 例 , 此 时 热量 由 
外 面 流 入 ,经 过 物体 内 部 流出 ,达到 动 平衡 状态 。 因此 , 当 物 体内 部 没有 热源 时 ,温度 分 布 不 
可 能 在 内 部 有 最 高 点 或 最 低 点 ,否则 ,由 于 热量 要 从 温度 高 的 地 方 流向 温度 低 的 地 方 ,就 会 
破坏 温度 的 稳定 分 布 状态 。 这 就 是 说 .温度 的 最 高 点 及 最 低 点 必 在 物体 的 边界 上 。 这 个 事 
实 可 以 用 精确 的 数学 语言 叙述 为 如 下 的 : 

定理 2.3 ( 极 值 原理 ) ”对 不 恒 等 于 常数 的 调和 函数 u(x,y;,z), 其 在 区 域 Q 的 任何 内 
点 上 的 值 不 可 能 达到 它 在 Q 上 的 上 界 或 下 界 。 

证 ”用 反 证 法 证 明 。 设 调和 孙 数 u(x,y,z) 不 恒 等 于 常数 , 且 在 区 域 2 上 的 上 界 为 
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(这 里 自然 假设 消 数 u(x ,y,z) 在 区 域 0 上 有 上 界 ,在 相反 的 情形 下 ,定理 是 显然 成 立 的 )， 
而 w(x,y,z) 在 0 内 某 点 M。 取 值 mx, 我 们 来 引出 矛盾 。 

以 Mo 为 球 心 .任意 半径 R 作 球 K ,使 它 完 全 落 在 区 域 9 中 。 记 K 的 球面 为 Su ,在 S。 
上 必 成 立 u 三 m。 事 实 上 ,如 果 在 球面 S。 上 某 一 点 其 值 小 于 wm , 则 由 函数 的 连续 性 , 必 
可 找到 此 点 在 球面 S。 上 的 一 个 邻 域 , 在 此 邻 域 中 u < wm。 因 此 uw 在 S。 上 的 积分 平均 值 


1 [ 1 
;||udS < rgr mas = m; 
4xR 4xR 人 


SR R 


但 由 平均 值 公式 (2.11) ,有 


mr)|uas =u(M,)= m, 
S 


这 就 发 生 了 矛盾 。 因 此 在 球面 Ss 上 ,wu 恒 等 于 m。 同 理 ,在 以 M, 为 心 .任意 rr(r 志 R) 为 
半径 的 球面 上 ,wu 也 恒 等 于 常数 ,因此 ,在 整个 球 KK 上 ww 恒 等 于 常数 。 

现在 证 明 对 2 中 的 所 有 点 wu 都 恒 等 于 常数 mx。 任 
取 一 点 M1 EQ, 在 区 域 2 中 作 联 结 M, 及 M, 两 点 的 折 
线 7y, 再 用 完全 落 在 2 中 的 有 限 个 球 K,,K,,…,K, 盖 
住 7, 使 得 K, 的 球 心 为 M,,K, 的 球 心 落 在 K, 中 ,KK， 
的 球 心 落 在 K, 中 ,…, K, 的 球 心 落 在 K,_, 中 (图 3.1)。 
根据 上 面 证 明 的 方法 ,可 以 依次 证 明 在 所 有 这 些 球 所 包 
围 的 区 域 上 4 圭 mm, 因 此 ,特别 有 wu(M,)=m。 由 M,， 
的 任意 性 ,就 得 到 在 整个 区 域 上 u(x,y,z) 三 m, 这 和 
不 恒 等 于 常数 相 矛 盾 。 因 此 x 不 能 在 Q 内 部 取 到 其 上 界 。 因 为 - x 也 是 调和 函数 ,从 它 在 
0 的 内 部 不 能 取 到 它 的 上 界 ,就 得 出 x 也 不 能 在 0 内 部 取 到 其 下 界 。 这 就 证 明了 极 值 原 
理 。 

推论 1 在 有 限 区 域 2 内 调和 .在 QUT 上 为 连续 的 函数 必 在 边界 厂 上 取得 其 最 大 值 
和 最 小 值 。 

推论 2 设 w 及 wv 都 是 区 域 0 内 的 调和 函数 , 且 在 QUT 上 连续 。 如 果 在 0 的 边界 下 
上 成 立 着 不 等 式 x 委 ,那么 在 2 内 上 述 不 等 式 也 成 立 ; 并 且 只 有 在 u 三 v 时 ,在 0 内 才 会 
有 等 号 成 立 的 可 能 。 

4. 第 一 边 值 问题 解 的 唯一 性 及 稳定 性 ”利用 上 面 证 明 的 极 值 原理 ,立刻 可 以 推出 调和 
方程 的 狄 利 克 雷 内 问题 与 外 问题 解 的 唯一 性 及 稳定 性 。 

先 考 察 调 和 方程 的 狄 利克 雷 内 问题 。 我 们 有 

定理 2.4 方程 (1.1) 的 狄 利克 雷 内 问题 (1.5) 的 解 如 果 存 在 , 必 是 唯一 的 ,而 且 连 续 地 
依赖 于 所 给 的 边界 条 件 /. 

证 事实 上 ,假使 有 两 个 调和 函数 u(x,y,z) 和 u(x,y,z), 它 们 在 有 界 区 域 2 的 边 
界 厂 上 完全 相同 , 则 它们 的 差 w= 一 wu, 在 0 中 也 满足 方程 (1.1), 而 在 厂 上 等 于 零 。 于 
是 按照 定理 2.3 的 推论 1 ,函数 x 在 区 域 % 上 最 大 值 及 最 小 值 均 为 零 , 即 u 二 0。 因 此 ,= 
u, 即 狄 利克 雷 内 问题 的 解 是 唯一 的 。 

其 次 , 设 在 区 域 2 的 边界 厂 上 给 定 了 隐 数 和 f/f" ,而 且 在 厂 上 处 处 成 立 |f =- 广 1 云 e， 


图 3.1 


$2 格林 公式 及 其 应 用 79 


这 里 es 是 一 个 给 定 的 正 数 。 设 u,u 分别 是 方程 (1.1) 在 区 域 2 上 以 f 和 f/f’ 为 边界 条 件 的 
狄 利克 雷 内 问题 的 解 , 那 么 调和 函数 w-u' 在 厂 上 取 值 /- /"。 由 定理 2.3 的 推论 1 得 
到 ,在 2 上 各 点 有 


max(u a )=max(f—f )<e， 
min(z 一 )=min(f—f ) 
因此 ,在 0 上 各 点 有 
lu-u’|<max|f- /|<e, | 
即 狄 利克 雷 内 问题 的 解 连续 地 依赖 于 所 给 的 边界 条 件 。 证 毕 。 
现在 转 而 研究 狄 利克 雷 外 问题 。 设 函数 u,,u, 是 狄 利克 雷 外 问题 的 解 , 令 v= u, - 
wu;, 则 调和 函数 vv 满足 zl =0 及 
lim v(x,y,z)=0. 
如 果 v 不 恒 等 于 零 , 则 一 定 存在 一 点 M ,使 v(M ) 关 0, 不 妨 假 设 v(M)>0。 以 Ts 表示 半 
径 为 尺 的 球面 , 当 R 取得 足够 大 ,可 使 M 点 落 在 由 本 及 I。 所 围 成 的 区 域 2 中 , 且 由 条 件 | 
lim v(xX,y,z)=0 
可 得 在 T。 上 有 wi. < v(M)。 因 此 调和 函数 v 在 On 的 边界 及 Tn 上 都 取 不 到 最 大 值 ， 
这 与 极 值 原理 矛盾 ,因此 v 只 能 恒 等 于 零 。 这 样 就 得 到 
定理 2.5 方程 (1.1) 的 狄 利克 雷 外 问题 的 解 如 果 存 在 , 则 必 是 唯一 的 。 
同样 可 以 证 明 狄 利克 雷 外 问题 的 稳定 性 (作为 习题 )。 


习 题 
1. 证 明 (2.7) 式 对 于 M, 在 0 外 与 站 上 的 情形 成 立 。 
2. 若 函 数 u(x,y) 是 单位 贺 上 的 调和 函数 ,又 它 在 单位 圆周 上 的 数值 已 知 为 w= sin 9, 其 中 9 表示 极 


角 , 问 函 数 4 在 原点 之 值 等 于 多 少 ? 
3. 如 果 用 拉 普 拉 斯 方程 表示 平衡 温度 场 中 温度 分 布 函数 所 满足 的 方程 , 试 前 明 使 诺 伊 曼 内 问题 有 解 


的 条 件 | /2S = 0 的 物理 意义 。 
4. 证 明 :; 当 u(M) 在 闭 曲面 的 外 部 调和 ,并 且 在 无 穷 远 处 成 立 
xs(M=ol( 均 )， =0() (ro 一 o)， 


TOM 9r YT OM 
而 M。 是 卫 外 的 任 一 点 , 则 公式 (2.6) 仍 成 立 。 
5. 证 明 调和 方程 狄 利克 雷 外 问题 解 的 稳定 性 。 
6. 对 于 二 阶 偏 微分 方程 


2 ,je + > 和 + 05 
其 中 a ,6b, ,c(i,j = 二 1,… ,nn) 均 为 常数 ,假设 矩阵 a ,是 正定 的 , 即 对 任何 实数 4,(i1=1，,: ,7n) ,成立 
Pe jh 冯 3 (a 为 正 的 常数 )， 


则 称 它 为 椭圆 型 方程 。 又 设 <<0， 试 证 明 该 方程 的 解 也 成 立 极 值 原理 。 也 就 是 说 , 若 u 在 0 中 满足 方程 ， 
在 QUT 连续 , 则 v 不 能 在 0 的 内 部 达到 正 的 最 大 值 或 负 的 最 小 值 。 
7. 证 明 第 6 题 中 讨论 的 椭圆 型 方程 的 第 一 边 值 问题 解 的 唯一 性 与 稳定 性 。 
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8. 举例 说 明 对 于 方程 也 5 + cu =0(c>0), 不 成 立 极 值 原理 。 


833 格林 男 数 


1. 格林 函数 及 其 性 质 ”对 于 在 区 域 9 中 调和 在 0UTrT 上 具有 一 阶 连续 偏 导数 的 函 
数 ,我 们 已 有 等 式 (2.6), 即 


js， 


u( Mo) 一 翅 上 em 志 ( 世 :)- 9u(M) 


其 中 点 Mo(zu,y ,zu)E Q。 这 个 公式 用 函数 u 及 其 法 向 导数 了 5 在 边界 下 上 的 数值 把 本 
数 u 在 区 域 0 内 部 的 数值 表示 了 出 来 ,这 自然 使 我 们 想到 能 否 利用 它 来 求解 边 值 问题 。 但 
由 于 在 这 公式 中 同时 需要 wu 以 及 了 在 愉 上 的 数值 ,因此 还 不 能 直接 利用 它 来 求解 调和 方 
程 的 狄 利 克 雷 问题 (1.1)、(1.5) 或 诺 伊 曼 问题 (1.1) (1.6)。 

例如 对 狄 利克 雷 问 题 (1.1) (1.5),u 在 上 的 值 是 已 给 定 的 ,但 是 9 在 上 的 值 还 


不 知道 。 那 么 除了 给 定 4 在 上 的 值 外 ,是 否 还 能 任意 再 给 定 5 在 上 的 值 呢 ? 这 不 能 ， 
因为 按 定理 2.4 已 知 狄 利克 雷 问题 的 解 是 唯一 的 。 为 了 克服 这 个 困难 ,我 们 自然 地 想到 设 
法 消去 公式 (2.6) 中 的 5 ,这 就 需要 引进 格林 函数 的 概念 。 

为 此 ,在 考察 公式 (2.6) 的 同时 ,考察 这 样 一 个 函数 g( M, M, ) , 它 在 区 域 0 内 关于 变 
量 M 是 到 处 调和 的 ,并 且 在 区 域 9 的 边界 上 与 函数 4 一 在 边界 上 的 值 相同 , 即 


g(M,M)| = 


47rr 
MOM | 


(3.1) 


由 格林 第 二 公式 (2.3) 得 


将 此 式 与 (2.6) 式 相 减 ,就 得 到 


“(Mo) = (GE -3 su, (3.2) 
其 中 函数 
GOM,M) = 大 - g(M,M) (3.3) 


就 称 为 方程 (1.1) 狄 利克 雷 问题 的 格林 函数 (或 者 称 为 狄 利 克 雷 问题 的 源 函 数 )。 由 (3.1) 知 
C(M, Mo) 在 边界 了 上 人 恒 等 于 零 ,因此 ,如 果 格 林 函 数 G(M,M,) 已 经 知道 ,并 且 它 到 边界 
为 止 具有 一 阶 连续 偏 导 数 ,那么 由 (3.2) 式 ,方程 (1.1) 取 边界 条 件 
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NE 


ulr = f(M) (1.5) 
的 犹 利克 雷 问 题解 就 可 表示 为 


Oy 肌 二 - |/ FdSu.® (3.4) 


上 面 这 种 将 边 值 问题 的 解 用 格林 函数 或 者 其 导数 的 积分 来 表示 的 方法 称 为 格 村 到 这 

法 。 但 要 知道 区 域 0 上 的 格林 函数 , 却 必须 求解 调和 方程 (1. 1) 的 一 个 特殊 的 狄 利克 雷 问 
题 : 

1 


OO 


A: 4nrm m 


向 对 于 一 般 区 域 ,要 证 明 这 种 特殊 的 狄 利克 雪 问 题解 的 存在 性 ,和 证 明 在 这 区 域 上 一 释 呈 
利克 电 问 题解 的 存在 性 通常 是 同样 困难 的 ,因此 上 述 方法 尚 不 能 有 效 地 用 来 解决 一 以 区 
上 拉 普 拉 斯 方程 的 狄 利克 雷 问题 。 得 是 ,我 们 不 能 因此 就 否定 格林 函数 法 的 意义 ,因为 :(1) 
格林 函数 仅 依赖 于 区 域 , 而 与 边界 条 件 无 关 。 _ 日 求 得 了 某 个 区 域 上 的 格林 函数 ,这 个 区 域 
上 的 一 切 狄 利克 震 问 题 的 解 的 存在 性 也 就 得 到 了 解决 , 且 其 解 可 用 积分 式 表达 出 来;(2) 
于 亲 此 特殊 的 区 域 ,如 球 .半空 间 等 ,格林 醒 数 可 以 用 初等 方法 求 得 ,而 这 些 特殊 区 域 上 
A 广 雷 问题 常常 起 着 重要 的 作用 ;(3) 公 式 (3.4) 不 仅 对 于 问题 的 求解 有 意义 ,在 已 知 玫 ? 二 
者 间 题解 的 存在 性 以 后 ,还 可 以 利用 它 对 解 的 性 质 进行 探讨 。 在 下 面 一 小 段 中 我 们 将 对 一 
个 最 重要 的 区 域 一 一 球 上 的 格林 函数 进行 研究 。 

现在 先 叙述 格林 函数 的 几 个 重要 性 质 (其 证 明 作为 习题 )。 

性 质 1 格林 函数 G(M, Mo) 除 M= AM 二 点 外 处 处 满足 方程 (1.1), 而 当 MM， 


时 ,G(M,M,) 趋 于 无 穷 大 ,其 阶 数 和 1 _ 相 同 。 


4 NrM M 


性 质 2 在 边界 下 上 格林 函数 G(M, Mo) 人 恒 等 于 零 。 
性 质 3 在 区 域 2 中 成 立 着 不 等 式 : 


和 


4rrwM 
性 质 4 格林 函数 G(CM,M,) 在 自 变 量 M 及 参 变 量 Mo 之 间 具 有 对 称 性 , 即 设 M，， 
M, 为 区 域 中 的 两 点 , 则 


GM,,M;)= G(M,,M.). 
性 质 5 Sass = 1 
赂 林 函 数 在 静电 学 中 有 明显 的 物理 意义 。 设 在 点 M。 处 置 一 单位 点 电荷 ,那么 它 在 自 
由 空间 所 产生 的 静电 场 的 电位 为 二 =- 一 。 如 果 在 M 点 的 点 电荷 包围 在 一 个 封闭 的 导电 


4 XrM M 


@ 精确 地 说 ,我 们 在 这 里 证 明了 :如 果 在 区 域 0 上 格林 函数 GUCM, Mo) 存 在 ,并 且 它 在 OUT 上 具有 一 阶 连续 偏 
导数 ,那么 狄 利克 雷 问 题 (1.1) (1.5) 在 QU rR 上 具有 连续 一 阶 偏 导数 的 解 就 可 表示 为 (3.4) 的 形式 。 在 实际 应 用 时 ,由 
于 事先 并 不 知道 狄 利克 雷 问题 在 UT 上 具有 连续 一 阶 偏 导数 的 解 的 存在 ,因此 (3.4) 只 给 出 问题 的 形式 解 , 为 了 证 
它 的 确 满足 方程 (1.1) 及 边界 条 件 (1.5) ,还 必须 进行 验证 。 
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面 内 ,而 这 个 导电 面 又 是 接地 的 ,此 时 在 导电 面 内 的 电位 就 可 以 用 格林 函数 


, ES 
OD g(M,M.,) 


0 


来 表示 , 它 在 导电 面 上 恒 等 于 零 ,而 函数 - g(M,M,) 正 好 表示 导电 面 上 感应 电荷 所 产生 的 
电位 。 因 此 ,格林 函数 的 性 质 4 在 静电 学 上 可 表述 为 : M, 处 的 单位 点 电荷 在 M, 处 产生 的 
电位 等 于 M, 处 单位 点 电荷 在 M, 处 所 产生 的 电位 。 类 似 于 这 样 的 原理 在 物理 中 称 为 互 易 
原理 。 

2. 静电 源 像 法 ” 求 区 域 Q 的 格林 函数 归结 为 求 函 数 g( M, M, ) ,也 就 是 求 感应 电筒 产 
生 的 电位 。 当 区 域 的 边界 具有 特殊 的 对 称 性 时 ,就 可 以 用 类 似 于 求 反射 波 的 方法 求 得 格林 
函数 。 

假设 在 区 域外 也 有 一 个 点 电荷 , 它 对 自由 空间 的 电场 产生 
一 个 电位 ,如 果 这 两 个 点 电荷 所 产生 的 电位 的 在 边界 面 上 恰巧 
抵消 ,这 个 假设 的 点 电荷 在 2 内 的 电位 就 等 于 感应 电荷 所 产 
生 的 电位 。 容 易 想像 ,这 假想 点 电荷 的 位 置 应 该 是 M, 关于 边 【 
界 曲 面 的 某 种 对 称 点 。 这 种 利用 对 称 性 求 格林 函数 的 方 
法 ; 称 为 静电 源 像 法 (或 称 镜像 法 ) 。 

现在 利用 静电 源 像 法 求 球 的 格林 函数 。 设 K 是 以 O 为 


心 、 尺 为 半径 的 球面 (图 3 2)% 在 点 RM (Zn ,yoyz0) 放 置 一 单 CHMI=Ppl 
位 电荷 ,在 半 射 线 OM。 上 截 线段 OM, ,使 本 
Pop1 = R’, (3.5) 


其 中 po = row ,pl = rom , 称 点 M 为 Mu 关于 球面 K 的 反 演 点 。 设 已 是 球面 多 上 的 任意 


给 定 一 点 ,考察 三 角形 OPM。 及 OPM, ,它们 在 点 O 有 公共 角 , 而 夹 此 角 的 二 相应 边 按 
(3.5) 式 是 成 比例 的 ,因此 这 两 三 角形 相似 。 由 相似 性 得 到 ,对 球面 K 上 的 任意 点 P 必 有 


MP 一 一 MP， 


1 0 0 
假想 在 点 M, 处 有 一 个 点 电荷 ,根据 上 式 , 为 了 使 它 所 产生 的 电位 在 球面 上 恰巧 与 M， 处 单 


位 点 电荷 所 产生 的 电位 抵消 ,必须 假设 在 M, 处 的 点 电荷 带 有 的 电量 为 - 关 , 因 此 


_J1R 1 
SLCM,Mo) = 二 


Po ?TMM 


这 样 一 来 ,以 K 为 球面 的 球 上 的 格林 函数 就 是 


， 1 _R 1 
CCM,Mo) = be Po rmm) (3.6) 
现在 利用 它 求 方程 (1.1) 在 此 球 上 满足 边界 条 件 
zk 三 上 (3.7) 


的 狄 利克 雷 问题 的 解 。 为 此 ,我 们 要 算出 了 2 在 球面 K 上 的 值 。 注 意 到 
1 1 


"MM Vprtp -2pop cosy 
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1 1 


rmm Vpltp -2pp cosy 
其 中 p= roum ,7Y 是 OM。 和 OM 的 夹 角 (由 于 M, 是 Mu 关于 球面 K 的 反 演 点 ,7Y 也 是 OM 
和 OM 的 夹 角 ) ,并 利用 (3.$) 式 ,由 (3.6) 式 就 得 到 格林 函数 


1 ] 加 R 
G(M,M 二 天 一 一 二 |. 
0) 4x ol 十 六 一 2000 cos 7 Vpop” -2R’ op cos y 十 及- 
易 知 在 球面 K 上 ， 


1 p -ou cos 7 
本， 1 + po — 2p00 cos y)7 
(oup — R’ po cos 7Y)R 
(p00 -2R’ popo cos 7 + | 


4xk (CR? + OU — 2 Rpo cos y ) 
因此 ,由 (3.4) 式 就 得 到 在 球 上 的 狄 利克 雷 问题 (1.1).(3.7) 的 解 的 表达 式 为 
R’ — Of 


1 
( Mi) = 一 一 | 一 一 一 (MI)dSv， (3.8) 
4xRk 由 十 oo — 2 Roo cos 
或 写 为 球 坐 标的 形式 
27 R? = oo 


u(po,00,90) = 起 | |_/(R,0,9) | sin 0dbadp ， (3.8) 


R’* + po 一 2Rpo cos 7)7 
其 中 (po ,0,,9o) 是 点 M, 的 坐标 ,(R ,9,9) 是 球面 K 上 点 P 的 坐标 ,而 cosy = cos0cos0, 
+ sin0sinO0cos(g 一 go)2。 公 式 (3.8) 或 (3.8) 称 为 球 的 泊 松 公式 。 

同样 可 以 用 静电 源 像 法 求解 半空 间 的 狄 利克 雷 问 题 。 要 求 一 个 在 半空 间 = >0 上 的 调 
和 函数 x(z,y,z), 它 在 平面 xz=0 上 取 已 给 的 函数 FCz,y): 
uo0= f(r y). 
注意 反 M, (zo ,yo ,zo) 的 对 称 点 是 Mu(zu,yo,- zxo), 其 中 zuo>0。 所 以 ,在 现在 的 情 
形 下 ,格林 函数 有 下 面 的 形状 : 


sl 
SON i So TC) 
1 
-一 一 = 一 一 一 一 一 一 一 一 |. 239 
V | ee 
对 于 半空 间 <>0 来 讲 ,平面 = = 0 的 外 法 线 方向 是 与 z 轴 相 反 的 方向 , 即 六 -= -天 -。 此 


四 ”因为 矢量 OMo, OM 的 方向 余弦 分 别 为 
(sin b0 cos go, sin bo sin go,cos O00) 与 (sin bg cos 9, sin 0 sin 9,cos 0)， 
所 以 
cosy= cosgcosbo + sinb sinOo (cosgcos po + sin gsin go) 


= cosgcosbo + singsinbo cos(P — go). 
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外 ,对 于 半空 间 的 情形 ,只 要 对 调和 函数 x(z,y,z) 加 上 在 无 穷 远 处 的 条 件 : 


a(M)=0(2), 3s=0() (weo)， 


rT OM 9n rT OM 
则 仍 可 证 明 公 式 (2.6) 成 立 (参见 上 节 习 题 4) ,因而 由 格林 函数 表示 的 求解 公式 (3.4) 仍 成 
立 。 由 公式 (3.4) 可 得 到 半空 间 上 调和 方程 (1.1) 的 狄 利克 雷 问 题 的 解 的 表达 式 为 


1 


1 9 [一生 一 和 一 

u(xo > V0) = 二 | | f(r,y) 9 (x = i 十 (y 一 四) 十 (> z0) 
_ i 
(xz-20) +(y-y) +(x+zo) :=0 


a ee 
i a a a (3.10) 
用 同样 的 方法 可 以 求 出 圆 上 二 维 调和 方程 的 狄 利克 雷 问 题 
Au = 0 zit+y <R, (3.11) 
12 = CO) (3.12 ) 
的 解 ,其 中 9 是 极 坐 标的 极 角 。 
事实 上 , 圆 的 格林 函数 可 以 像 球 的 格林 函数 那样 来 作出 ,所 不 同 的 是 在 二 维 的 情形 ， 


二 应 代 之 以 二 In 二 ( 参 见 $1 的 习题 1) 。 如 同 球 那 样 ,应 用 镜像 法 ,可 得 圆 的 格林 函数 为 


G(M,M jl 人 
”2r rm M Porm mj 
注意 到 
下 1 
"WM Yoo+p -2pop cos 7 
] ] 


rmMm Volt+p -2pp cos 7 
其 中 y 是 OM。 和 OM 的 夹 角 ,其 余 量 的 意义 同 球 的 情形 (参见 图 3.3)。 因 为 在 平面 的 情 
形 ,OM 与 OM 的 方向 余弦 分 别 是 (cosg ,sing ) 与 (cosg,sing) ,所 以 
cos Y=cos(0— 0,)=cos 0 cos 0 +sin 0 sin 0,. 
利用 ouo = R’ ,可 得 在 圆周 o= R 上 ， 
aG| _a6 
9n 9p 


r=R re=R 


让 
9pl27 Vprt+p -2p0p cosYy 
= |n 上 

Vpo0 一 2RR oo cos y+ R’ 


p= 
Pp + po — 2p000 cos 7 


1 
2x 
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OM =pi 


图 3.3 
_ pop — R’° pocos 7 
pop 一 2 R’ poocos 7+R’ 
el R-p 
2xR R -2Roo cos Y + ps 
这 样 ,由 公式 (3.4) ,立即 可 得 圆 上 狄 利克 雷 问 题 (3.11) (3.12) 解 的 表达 式 (同样 称 为 泊 松 
公式 ): 


r=R 


1 R? - p? 
Ee 0 : 
“(po .00)= iR | a R’° -2Roo cos 7 十 了 


(sd13) 


a (R ~ po)f(0) 
2rj。 R* — 2Roo cos(0 — 006)+ oe 
3. 解 的 验证 ”在 上 段 中 ,我 们 用 静电 源 像 法 导出 了 在 球 .半空 间 和 圆 上 调和 函数 的 狄 
利克 雷 问 题解 的 表达 式 。 但 它 究 竟 是 否 确实 是 解 , 还 需要 加 以 验证 。 在 这 里 我 们 仅 对 圆 的 
情形 进行 验证 , 球 和 半空 间 情 形 的 验证 可 以 仿 此 进行 。 
由 格林 函数 G(M, M, ) 的 对 称 性 ,知道 当 M 取 圆 周 上 的 点 的 时 候 ,G(M,M) 在 圆 内 
关于 M, 点 也 是 调和 的 。 由 此 通过 积分 号 下 求 导数 的 方法 ( 当 M 在 内 部 , M 在 加 周边 而 


上 时 ,(3.13) 式 的 积分 核 即 -了 呈 无 奇 性 ) 可 知 ,由 (3.13) 式 给 出 的 函数 确实 在 圆 内 满足 调 


5 
和 方程 (1.1)。 
现在 再 来 验证 函数 x 满足 边界 条 件 (3.12) , 即 当 (oo ,09,) 趋 向 于 (R,0) 时 ,(3.13) 式 给 
出 的 u(po ,0 ) 趋 向 于 (9)。 在 (3.13) 中 引进 新 的 积分 变量 p= 0 一 0, ,注意 到 f(9) 以 及 
cos(9 -0,) 都 是 9 的 周期 函数 ,周期 为 2r, 则 (3.13) 式 可 以 改写 为 
ulpusb0) = 二 | RE 人 大 0,) 


-+ R° -2Rpoo cos 9 十 Bp (Bal 
由 格林 函数 的 性 质 5, 有 


类 
1 = 1 下 Co0 dp ， 
2rj-. R’ — 2Rpoo cos 9 十 0 


所 以 
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J ee A 起 | Ra + 0,) - f(0)]dp. (3.15) 


我 们 要 证 明 , 当 p。 一 R,0, 一 9 时 ,(3.15) 式 右边 的 积分 趋 于 零 。 在 f(9) 为 连续 的 假设 下 ， 

对 于 任意 给 定 的 正 数 se ,存在 正 数 7, 使 得 在 区 间 - 7? 委 p 委 7 上 , 当 9 与 % 足够 接近 时 ,有 
[f(gp+ 0,)- /(0)1<5. 
把 积分 区 间 分 成 三 部 分 : 
(— x, 7),(— 7,7) 及 (yn, A), 
并 将 (3.15) 式 右边 的 被 积 函 数 在 此 三 部 分 的 积分 分 别 记 为 1 , 1, 及 1;。 于 是 
A A NE 
考察 第 一 个 区 间 上 的 积分 I 。 由 于 在 区 间 ( 一 x, -~ 7) 上 cosep 委 cos7 ,就 有 
R’ - 2Rou cosp + ps 宇 R’ — 2Rpoo cosn + po 
= (R-— We + 2Roo(l1 一 cos7) 


> 4Rp,sin’ 子 


又 由 于 f 连续 ,所 以 | f(y+0)--f(9)| 二 M ,其 中 M 为 某 一 确定 的 正 数 。 于 是 ,对 于 第 一 


个 区 则 的 积分 ,有 佑 计 
M 


11 ee (R’ -pi)(r - 7). (3.16) 
8rRousin- z 
对 于 I, 也 可 以 类 似 地 得 到 同样 的 估计 。 从 这 些 估 计 可 看 到 , 当 ov 趋 于 R 时 ,I, 和 1 了, 均 
. R? 2 
趋 于 零 。 ET 0 ,对 于 1 有 估计 
po cos p+ po 
E R ~ a 
Et 3 | -有 一 2Rocos p+ 人 
E 1 六 R - oo = 
< 2 R” -2Rp, a 39 


由 于 e 的 任意 性 ,可 以 肯定 , 当 (po ,0,)->(R,0) 时 ,u(p,,0,) 确 实 趋 向 于 f(9)。 这 就 证 明 
了 (3.13) 式 表示 的 u(p。 ,9,) 确 实 是 加 上 狄 利克 雷 问 题 (3.11) 一 (3.12) 的 解 。 

4 单 连通 区 域 的 格林 函数 ”在 这 一 段 中 ,我 们 要 说 明 对 于 平面 上 单 连通 区 域 的 格林 函数 ,可 以 通过 
共 形 映射 的 办 法 化 为 单位 圆 上 的 问题 而 求 得 。 

我 们 知道 ,平面 上 调和 方程 狄 利克 雷 问 题 的 格林 函数 可 以 表示 为 
~ g(M,M,), 


CCN 
2 


其 中 g(M,AMo ) 在 区 域 2 内 调和 ， 并 且 在 0 的 边界 上 与 元 天 一 一 的 数值 相等 。 


为 方便 起 见 ,将 (x ,y) 平 面 看 成 复数 z 的 平面 ,其 中 z=+ ,并 用 z 及 xz 分 别 表示 点 M 及 Mo 的 
坐标 。 于 是 ， 


G(s z0) = In n eT gE(2 xo). 
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先 考察 0 为 单位 圆 而 *, = 0 的 情形 。 此 时 ln 上 在 圆周 |z| = 1 上 恒 等 于 零 , 故 由 极 值 原理 易 知 有 


g(z,0)=0,T 


1 1 
G(z,0)= 37In TT 


现在 考察 一 般 区 域 的 情形 。 设 解析 函数 z= /5) ,Ai)= xzo, 将 《平面 上 的 闭 区 域 Q UT 单 叶 地 
映射 到 x 平面 上 的 闭 区 域 QUP, 其 中 了 及 分 别 是 2 及 的 边界 。 如 果 G(z,zo) 是 区 域 2 上 的 格林 
子 数 ,那么 区 域 0, 上 的 格林 函数 就 应 为 

Gi(t 06) = G(f(W, fb)). (3.18) 
这 是 因为 G(/(8),f(&)) 在 5$ET, 时 等 于 零 ,并 且 


GOUDEN = Fn TA HAE Ef 8)) 


1 1 
5 To)， 


其 中 郴 数 


Ce 


在 整个 区 域 2 中 ,包括 f= &。 一 点 在 内 都 是 调和 的 。 

由 黎 曼 (Riemann) 映 射 定理 可 知 : 对 于 任 一 给 定 的 单 连通 区 域 必 存 在 一 个 共 形 映射 ,将 此 单 连 通 区 域 
映射 到 单位 加 ,并 将 区 域内 一 点 < 映 到 单位 圆 的 圆心 = =0。 由 于 单位 加 的 格林 函数 由 上 段 讨论 是 知道 
的 ,从 而 一 般 单 连通 区 域 的 格林 函数 也 可 由 (3.18) 得 到 。 

例如 ,在 Q, 是 上 半 平 面 时 ,由 于 函数 < = 2 > 将 0, 映射 到 单位 圆 ,并 将 《= 5 映射 到 z= = = 0， 


rT 多 
0 


由 上 面 的 讨论 ,可 得 上 半 平 面 ?>0 的 格林 函数 为 
| 6) 
其 中 5= e+i, 引 = 人 6+iy。 经 过 简单 的 运算 可 以 看 到 ,这 和 镜像 法 所 得 结果 相同 。 

s. 调和 函数 的 基本 性 质 除了 上 节 中 所 述 的 调和 函数 一 些 性 质 外 ,现在 我 们 利用 泊 松 
公式 (3.8) 来 证 明 调 和 函数 的 另外 一 些 重 要 性 质 。 

定理 3.1 ( 哈 那 克 (Harnack) 第 一 定理 (关于 调和 函数 序列 的 一 致 收敛 性 定理 )) 如果 
函数 序列 | u, 1 中 的 每 个 函数 在 某 有 限 区 域 2 中 都 是 调和 函数 ,在 闭 区 域 QUFP(P 是 2 的 
边界 ) 上 连续 ,而 且 这 函数 序列 在 厂 上 一 致 收敛 , 则 它 在 2 中 也 一 致 收敛 ,并 且 极 限 函 数 x 
在 区 域 Q 中 也 是 调和 函数 。 

证 ”以 f. 表示 调和 函数 在 及 上 的 值 。 按 假设 ,连续 函数 序列 | 六 } 在 卫 上 一 致 收敛 ， 
即 对 任意 给 定 的 。>0, 存 在 这 样 的 N ,使 当 n,m>N 时 ,在 厂 上 处 处 有 |f, 一 /| 三 e。 由 
极 值 原理 ,对 于 这 些 n,m ,在 0 中 处 处 有 |u, 一 us| 三 e。 所 以 根据 柯 西 判别 法 知道 调和 藻 
数 序列 jx | 在 0 中 也 一 致 收敛 。 为 证 明 其 极限 函数 xx 在 2 中 是 调和 函数 ,只 要 证 明 x 在 
2 中 任 一 点 的 邻 域 中 是 调和 函数 就 可 以 了 。 

为 此 ,在 Q 内 任 取 一 点 M ,以 Mu 为 中 心 作 一 位 于 0 内 的 球 K。 在 此 球 上 ,每 一 个 调 
和 函数 uu 均 可 用 泊 松 公式 (3.8) 表 为 


R 2 rx 
us (Po, 00, Po) = 去 | | u:(R,0,9) 


Gt,b0) = In 


Cp ] 


| 
| 
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(R’” -ol) sin gdbdp 
就 + ps 一 2Roufcos 0 cos 9 + sin 0 sin gcos(p — po)]!7 
其 中 R 是 球 K 的 半径 ,(oo,0 ,po) 是 点 Mu 的 球 坐 标 。 因 为 函数 序列 | zx (R,0,9)| 一 致 
收敛 于 ,在 上 式 两 边 令 Aco 取 极限 就 得 到 


R 2 nA 
ul(po, O00, Po) 一 六 | |_u(R,0,9) 


. (R’ ~ po)sin 0 dbdy 
{R’* + po — 2Rpolcos 0 cos 0, + sin 0 sin 0, cos(9 — po)]17 
于 是 极限 函数 仍 可 由 泊 松 公式 表达 ,从 而 函数 u 是 球 K 内 的 调和 图 数 。 定 理 证 毕 。 
进一步 还 有 
定理 3.2 ( 哈 那 克 第 二 定理 ) 设 iu 1 是 2 上 的 一 个 单调 不 减 的 调和 函数 序列 ,者 它 在 
2 内 的 某 一 点 P 收敛 , 则 它 在 2 中 处 处 收敛 于 一 个 调和 函数 xx ,并且 这 种 收 和 敛 在 2 的 任 一 
闭 子 区 域 上 是 一 致 的 。 
证 作 以 PP 点 为 球 心 、 半 径 为 R 的 完全 落 在 0 中 的 球 Kk。 设 Q 是 KR 上 的 任 一 点 。 
对 KR 中 的 任意 调和 函数 x ,由 泊 松 公式 (3.8) ,成 立 
加 R” — po 
2 aR (R* + p¢ - 2Roo cos 7)7 
若 u 之 0, 就 可 以 利用 在 球 心中 的 值 来 估计 x(Q) 的 值 。 事 实 上 ,注意 到 
R - < R 一 oo Rp 
(R+po) (R’?+p: -2Rpocos 7y)7 (R- po) 


(3.20) 


u( M)dS,. 


有 
人 一 ov , K+po 
利用 调和 函数 的 平均 值 公式 ， 上 式 即 为 
人 一 on Ri+po 
此 式 称 为 输 那 克 不 等 式 。 


现 对 于 给 定 的 调和 函数 序列 | | , 令 v= 一 wi-10,k=2,3,…。 对 v, 用 哈 那 克 不 
等 式 就 得 到 


R- po K+poo ， 
2 ve (P). (3.22) 


对 任意 的 加 和 n>m, 由 于 w, -us = 3S) vw, 注意 到 |us(P)| 的 收 合 性 ,由 上 式 易 知 


jz (CQ 在 Kg, 上 一 致 收 僵 。 由 哈 那 克 第 一 定理 ,iu,(Q)| 在 Ko 上 一 致 收敛 于 一 个 调和 
王 数 x(Q )。 

对 任 一 点 ME 0 ,可 以 用 完全 落 在 Q 中 的 折线 y 连接 已 和 M ,而 yy 可 以 用 有 限 个 完全 
落 在 Q 中 的 球 覆 盖 。 对 这 些 球 逐 一 运用 上 述 推理 , 即 得 11 在 M 点 收敛 ,从 而 fw 在 2 
内 处 处 收敛 于 调和 函数 x( 参 见 定理 2.3 的 证 明 )。 
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CC 


设 下 是 0 中 任 一 有 界 闭 集 , 由 有 限 覆盖 定理 ,存在 有 限 个 完全 落 在 2 中 的 闭 球 K,(i= 
1.2 .…, 了 ) 覆 盖 下 。 因 1z4 在 0 中 处 处 收敛 ,特别 在 每 个 闭 球 K, 的 球 心 M, 处 收 义 ,从 而 
jw 1 在 K,(i=1,2,…, 上 L) 上 一 致 收敛 ,于 是 在 下 上 也 一 致 收 合 。 这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 
定理 3.3” 设 ”为 区 域 Q 中 的 非 负 调和 函数 , 则 对 2 中 的 任 一 闭 子 区 域 Q ,存在 仅 

与 Q 有 关 的 正常 数 C ,使 得 
max u < min u. (3.23) 


证 记 可 与 0 的 边界 T 的 虐 离 为 R。 由 有 限 和 覆盖 定理 , 7 可 由 N 个 半径 为 亏 的 球 覆 


盖 。 对 0 过 ps 壹 字 ，, 有 不 等 式 


于 是 ,由 (3.21) 式 可 得 ,对 任 一 用 于 覆盖 可 的 半径 为 了 的 球 中 的 任意 两 点 P,P, ,成 立 


0 


吨 


由 于 w 在 上 的 极 大 点 与 极 小 点 必 分 别 落 在 某 个 半径 为 地 的 覆盖 球 中 , 取 C= (27)”, 即 得 


(3.23) 式 。 
利用 泊 松 公式 及 极 值 原理 还 可 以 研究 调和 函数 在 孤立 奇 点 附近 的 性 质 。 我 们 有 
定理 3.4 (可 去 奇 点 定理 ) 设 u(M)= u(x,y,z) 在 点 A 的 邻 域 中 除 点 A 外 是 调和 
函数 ,在 A 点 附近 成 立 
limra * u(M) = 0， (4 
其 中 rw 表示 A 点 和 M 点 的 距离 , 则 总 可 以 重新 定义 函数 x 在 点 A 的 值 ,使 <(M) 在 整个 
所 考虑 的 点 A 的 邻 域 中 (包括 点 A 本 身 在 内 ) 是 调和 函数 。 
证 为 简单 起 见 ,不 妨 取 点 A 为 坐标 原点 。 
设 KK 是 一 个 以 A 点 为 心 .R 为 半径 的 球 , 它 整个 地 包含 在 点 A 的 那个 所 考察 的 邻 域 
中 。 以 在 K 上 的 值 为 边界 条 件 ,在 K 内 求 拉 普 拉 斯 方程 的 解 , 它 可 由 泊 松 公式 给 出 ,i 记 
为 u, 。 我 们 要 证 明 ,在 整个 球 K 内 除 点 A 外 4 硅 ui。 这 样 ,就 可 以 重新 定义 函数 x 在 点 A 
的 值 等 于 函数 u, 在 点 A 的 值 ,因此 就 证 明了 定理 。 记 w= wu 一 ul。 了 范 数 w 在 整个 球 K 内 
除 A 点 外 是 调和 函数 ,在 点 A, 由 (3.24) 有 
limra * w(M) = 0， (3.25) 
而 在 球 K 的 界面 上 w 等 于 零 。 
现在 证 明 在 整个 球 K 内 除 点 A 外 zs 0。 为 此 , 作 函 数 
w.(M) = (二 -让 )， (3.26) 


TAM 


它 具 有 如 下 的 性 质 :(1) 在 球 K 的 界面 上 w,(M)=0; 在 K 内 w.(M)>0。(2) 在 球 r=6 
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及 r= R 所 包围 的 同心 球 壳 D 内 是 调和 函数 ,这 里 8 是 一 个 任意 小 的 正 数 。 

对 任意 给 定 的 正 数 e ,注意 到 (3.25) ,总 可 以 找到 适当 小 的 8 >0, 使 在 球面 +=6 上 有 

|w | w., 
而 在 K 的 界面 上 ,函数 w 和 ww 都 等 于 零 。 于 是 由 定理 2.3( 极 值 原理 ) ,对 区 域 D 中 的 任 
何 点 M 都 有 
| w(M) i< w,(M). (3:27) 

固定 M , 令 e 一 0, 上 式 右 端 趋 于 零 , 因 此 左 端 等 于 零 , 即 ww(M)=0。 由 于 M 是 D 中 的 任意 
一 点 ,因此 在 D 中 ww 二 0。 再 注意 到 6 >0 的 任意 性 ,在 整个 球 K 内 除 A 点 外 ww 三 0。 定 理 
证 毕 。 

由 定理 3.4 可 以 得 到 

推论 如果 A 确实 是 调和 函数 x(MI) 的 孤立 奇 点 ( 即 是 不 可 除去 的 奇 点 ) ,那么 u(M ) 


在 A 点 附近 趋 于 无 穷 大 的 阶 数 不 会 低 于 -一 。 


现在 利用 泊 松 公 趟 来 说 明 调 和 函数 的 另 一 个 重要 性 质 , 即 调和 郴 数 关于 它 的 所 有 自 恋 
量 都 是 解析 的 。 

定理 3.5 (调和 函数 的 解析 性 定理 ) 设 x(M) 是 区 域 9 中 的 调和 函数 ,那么 它 在 0 
中 是 关于 自 变量 xu ,yo,zxu 的 解析 函数 ,也 就 是 说 在 2 中 任 一 点 Mi (xo ,yo ,zo ) 的 附近 ， 
它 都 可 以 展开 成 zu -zu ,yo 一 yo ,zo 一 zo 的 竹 级 数 。 

证 对 于 0Q 中 任 给 一 点 Mo ,以 My 为 心 作 一 个 球 K ,使 它 全 部 落 在 0 中 , 设 它 的 半 
径 为 R。 由 于 wu(M,) 在 0 中 是 调和 的 ,函数 在 球 K 内 的 值 可 以 利用 泊 松 公式 由 在 球 
面 K 上 的 值 给 出 
R -po 


3 Sm 
3 yd 
+ po — 2Rpo cos 7Y)7 


1 
ul(M,)= el a 


一 zzR lM) 


RR* 二 
i dS. 
不 妨 设 M6。 就 是 坐标 原点 ,我们 证 明 x(M) 在 Mi (0,0,0) 附 近 可 展开 成 zu ,yo,zw 的 朝 
级 数 。 
由 于 在 KK 上 
(R’® — po)rmm 
=[R’*- (rt yt+ zo)[(r—- zo) +(y- y) +(z-— a 
= [RI- (zit yt ei)] lr ty te -2rr0 +t yet zo) + z+ y+ zd] 


| 

利用 二 项 式 定 理 可 以 将 上 式 右 端 展开 为 zu ,yo, ze 的 大 级 数 。 当 (x ,y,z) 在 球面 K 上 ,而 
(zuo,yo,zo) 在 原点 附近 时 这 笑 级 数 是 一 致 收敛 的 ,因此 可 以 逐 项 求 积 分 ,而 且 积 分 后 仍 得 
到 一 个 关于 zo ,yo ,zo 为 一 致 收敛 的 震级 数 , 因 此 x(Mu) 在 Mu = Mi 处 是 解析 的 。 由 点 
Mo。 的 任意 性 知道 x(Mo ) 在 2 内 处 处 解析 。 定 理 证 毕 。 
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习 题 
1. 证 明 格 林 函 数 的 性 质 3 及 性 质 5。 
2 证 明 格 林 函 数 的 对 称 性 :G(M,M,)=G(CM: ,Mi)。 
:i 写 出 球 的 外 部 区 域 的 格林 函数 ,并 由 此 导出 对 调和 方程 求解 球 的 狄 利克 雷 外 问题 的 泊 松 公式 。 
4. 利用 泊 松 公式 求 边 值 问题 
Ur + uy + us =0, x*+y +z <l1, 
u(r,9,9 )|,-1=3cos 20+1 (r,9,9 表示 球 坐 标 ). 
的 解 。 
5s. 证明 二 维 调和 函数 的 奇 点 可 去 性 定理 : 若 A 是 调和 函数 x(M) 的 孤立 奇 点 ,在 A 点 邻 域 中 成 立 着 
u(M)=0 (ni ) 
则 此 时 可 以 重新 定义 u(M) 在 M= A 的 值 ,使 它 在 A 点 亦 是 调和 的 。 
6. 证 明 : 如 果 三 维 调和 函数 u(M ) 在 奇 点 A 处 附近 能 表示 为 ,其 中 常数 0 之 a 过 1, 而 N 是 不 为 零 


的 光滑 函数 , 则 当 M 一 A 时 它 趋 于 无 穷 大 的 阶 数 必 与 一- 同 阶 , 即 


7. 试 求 一 函数 u ,使 其 在 半径 为 a 的 圆 的 内 部 是 调和 的 ,而 且 在 圆周 C 上 取 下 列 的 值 : 

(1) ul|.= Acosoy:; 

(2) ulc=A+Bsing. 

8 试用 静电 源 像 法 导出 二 维 调和 方程 在 半 平 面 上 的 狄 利克 雷 问题 : 

Au=u, +u,s=0, y>0, 
ul,-o= f(x) 

的 解 。 

9 设 区 域 Q 整个 地 包含 在 以 原点 O 为 心 .R 为 半径 的 球 K 中 ,u(r,0,9) 是 此 区 域 中 的 调和 哨 数 ， 
其 中 (7,9,g) 表 示 0 中 动 点 M 的 球 坐标 。 设 r, = 中 , 则 点 M， = (ri ,9,9) 就 是 点 M 关于 球 K 的 反 演 
点 ,从 M(r,9,9) 到 Mi(ri ,6,p) 的 变换 称 为 逆 矢 径 变换 或 反 演 变换 。 以 0， 表示 Q 的 反 演 区 域 , 证 明明 
数 


R /R’ 
vo(r1,0,9)= Eu (2 ,0,9 | 


是 区 域 0, 中 的 调和 函数 (无 穷 远 点 除外 )。 

如 果 区 域 2 为 球面 K 以 外 的 无 界 区 域 , 则 函数 v(r, ,9,9p) 在 2 中 除去 原点 O 外 是 调和 的 。 函 数 
ori,g9,p) 称 为 男 数 wx(r,g,p) 的 凯 尔 文 (Kelvin) 变 换 。 
0 . 利用 凯 尔 文 变换 及 奇 点 可 去 性 定理 把 狄 利克 雷 外 问题 化 为 狄 利克 雷 内 问题 。 


1。 证明 空 间 无 界 区 域 上 的 调和 函数 如 在 无 穷 远 处 趋 于 零 ,那么 它 趋 于 零 的 阶 数 至 少 为 O( 二 小 


Yk 


12" .证明 处 处 满足 平均 值 公 式 (2.11) 的 连续 函数 一 定 是 调和 哨 数 。 


$ 4” 强 极 值 原理 、 第 二 边 值 问题 解 的 唯一 性 


1. 强 极 值 原理 ”我 们 知道 ,调和 方程 描写 的 是 稳 态 平衡 的 物理 现象 。 仍 以 稳定 的 热 传 
导 情 形 为 例 , 由 极 值 原理 知道 ,温度 的 最 高 点 及 最 低 点 必 在 物体 的 边界 上 取 到 。 对 在 边界 上 
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的 温度 最 低 点 (对 温度 最 高 点 也 可 类 似 地 讨论 ) ,物体 其 它 各 点 的 热量 必 流 向 它 , 并 且 通 过 它 
流向 物体 外 部 ,因此 在 该 点 应 有 了.<0( 这 里 n 是 外 法 线 方向 )。 由 此 启发 ,再 从 数学 上 加 
以 分 析 和 论证 ,可 得 如 下 的 更 强 的 结果 。 

定理 4.1( 强 极 值 原理 ) 设 在 半径 为 R 的 某 一 球 上 (包括 球面 在 内 ) 给 定 一 个 连续 函 
数 x(z,y,z), 它 在 此 球 内 是 调和 的 ,并 且 对 此 球 的 所 有 内 点 (zx,y,z), 成 立 着 zx(z,y,z) 
>z&(ro,yi,zo), 其 中 (zo,yo,zo) 是 球面 上 的 某 定 点 。 如 果 函 数 x(zr,y,z) 在 点 (zu,yo， 
zo ) 沿 方向 vy 的 方向 导数 存在 ,而 方向 vy 与 球 的 内 法 线 方向 成 锐角 , 则 在 点 (zu ,yo , zo) 成 立 


证 ”因为 调和 函数 在 经 过 坐标 轴 的 平移 变换 后 仍然 是 调和 函数 ,我 们 不 妨 假设 球 心 就 
是 坐标 原点 。 

由 于 x(z,y,z) 在 点 (zu,yo,zo) 取 最 小 值 , 因 此 在 点 (zu,y ,zo) 总 有 
Fe>0. 
我 们 要 证 明 上 式 中 的 等 号 不 能 成 立 。 

如 果 能 引进 一 个 函数 (x,y,z), 使 阴 数 ww(z,y,z)=&- 歼 在 (zywyvzi) 的 附近 成 


Yumw(zyyz) 之 凤 (zoyyiyvz), 而 呆 数 2 (xz,y,z) 在 点 (xo,yo,z6) 处 的 方向 导数 了 2 >0, 
那么 由 于 在 点 (xzv Vi 


Se 
y y y 
就 有 
du dn 
3 0 


函数 将 取 成 ev + u(x ,yo，, zo) 的 形式 ,使 函数 (zx,y,z) 之 图 像 插 入 函数 u (x,y， 
z) 的 图 像 与 高 度 为 u(xo ,yo ,zo ) 的 超 平面 之 间 。 显然 ,在 (zxo ,yo，, zo) 点 好 数 VU 应 取 其 极 


小 值 0, 且 3 >0, 并 在 该 点 附近 成 立 so + w(x。,y4,z6)<wu。 为 了 作出 这 样 的 v, 我 们 使 它 
的 形式 尽 可 能 地 简单 。 于 是 , 取 v 是 变量 r 的 函数 (>=V x + y + xz), 且 满足 

(1) 在 球面 zx*+y +zx =R’ 上 w=0; 

(2) 在 同心 球 这 所 围 成 的 闭 区 域 D: 有 -<z+ ?+ ?之 R? 内 w 具 有 二 阶 连续 偏 导数 ， 
自 Av >0; 

(3) v 沿 球 的 半径 方向 的 导数 2 存在 , 且 + >0 时 人 <0, 从 而 在 球面 x? + y+ xz? = 


2 gm 
R = 


如 果 这 样 的 函数 v(xz,y,z) 存 在 , 则 当 e >0 足够 小 时 ,函数 二 = ev + u(xzo，, yo, zo) 就 
是 我 们 所 要 找 的 函数 。 事实 上 ,在 (>zv ,yo ，Zz0 ) 点 


92cos(y,r)>0， 
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显然 满足 ,我 们 只 要 证 明 当 es >0 足够 小 时 ,在 区 域 D 上 成 立 
wrI,y, 2)=u- ev- u(ro, yo Lo)w(ro, Yo, 20)=0 


就 行 了 。 由 于 在 台中 ,Aw= -Az= -sAo<0, 因 此 函数 也 在 D 内 不 能 取 到 其 最 小 值 。 
但 在 区 域 D 的 边界 上 恒 有 w(x,y,z) 宇 0。 事 实 上 ,在 球面 zz + y+ x?= Sl 由 于 


u(xz,y;yzZ)>>u(zo;yyo;zo), 只 要 取 ee>0 足够 小 就 可 使 在 球面 上 w(xz,y,xz)>>0; 而 在 球面 
Xx +y+z =R 上 显然 有 w(x,y,z) 宇 0。 这 样 ,在 整个 区 域 D 上 都 有 w(x,y,z) 宇 0， 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 

现在 我 们 来 证 明 上 述 函 数 v(x ,y,z) 的 确 是 存在 的 。 


作 函 数 v(x,y,z)=e “"'”'")--e-* ,其 中 a 是 一 个 待定 的 正常 数 。 我 们 要 验证 : 
当 a 适当 大 时 , 它 就 是 满足 上 述 要 求 的 函数 v。 条 件 (1) 和 (3) 显 然 满 足 ,下 面 来 验证 条 件 
(2)。w 的 二 阶 偏 导数 为 


a” 2 2 三 二 ke 
I 2 tda 2 a 


2_ 2a+4a’y 2 ee ty ta) 

gy 

dv 2 2 Sd sy 

—s=(—-2at+4a zx )e 、 

9 之 
因此 

人 了 | 一 6a 十 4a’(x’ 十 y’ 十 gi) et ty +e) 
2 

由 于 在 DD 上 zx?+ y+ 之 和 ,总 可 以 取 适 当 大 的 a>0, 使 在 DD 内 成 立 Av>0, 即 条 件 (2) 
满足 。 和 定理 证 毕 。 


由 上 述 对 于 球 的 强 极 值 原理 ,可 以 得 到 具有 某 种 性 质 的 一 般 区 域 的 强 极 值 原理 。 

定理 4.2 设 区域 0 具有 下 述 性 质 :对 2 的 边界 及 上 的 任 一 点 M ,都 可 作 一 个 属于 区 
域 0 (连同 其 边界 卫 ) 的 球 Kw ,使 其 在 点 M 与 卫 相 切 。 如 果 不 恒 等 于 常数 的 调和 函数 
u(x,y,z) 在 QUT 上 连续 ,在 边界 点 Mu 处 取 最 小 (最 大 ) 值 , 则 只 要 它 在 点 Mu 处 关于 0 


的 外 法 向 导数 了 存在 ,其 值 必 是 负 ( 正 ) 的 。 

证 i Km ,由 假设 它 的 所 有 内 点 都 属于 (2 。 由 于 调和 函数 u(xX,y,z) 不 恒 等 
于 常数 ,根据 极 值 原理 , 它 不 能 在 9 的 内 点 取 到 最 小 值 ,因此 u(xz,y,z) 在 Kw 的 所 有 内 点 
上 的 值 恒 大 于 w 在 点 Me 的 值 。 由 定理 4.1, 只 要 导数 了 存在 , 它 在 点 Mu 处 的 值 必 是 负 


的 。 
在 厂 上 使 函数 u(x,y,z) 取 到 最 大 值 的 那些 点 处 ,函数 -u 取 到 最 小 值 ,因此 在 这 些 点 


处 应 有 2 二 <0, 即 3 攻 >0。 定 理 证 毕 。 
2. ee 性 ”上段 得 到 的 强 极 值 原理 可 以 用 来 研究 调和 方程 的 第 二 
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边 值 问题 的 解 的 唯一 性 。 

现在 研究 调和 方程 (1.1) 的 诺 伊 曼 内 问题 。 容 易 看 出 此 问题 的 解 如 果 存 在 ,那么 就 不 会 
唯一 。 因 为 如 果 w 是 诺 伊 曼 内 问题 的 解 ,那么 + 也 必 是 同一 诺 伊 曼 内 问题 的 解 ,其 中 。 
为 任意 常数 。 但 我 们 可 以 证 明 下 面 的 

定理 4.3 ”如果 区 域 2 的 边界 下 满足 定理 4.2 中 的 条 件 , 那 么 同一 个 诺 伊 曼 内 问题 的 
解 彼此 间 只 能 相差 一 个 常数 。 也 就 是 说 , 诺 伊 曼 内 问题 的 解除 去 一 常数 外 是 唯一 的 。 

证 设 ui(xr,y,z) 和 w(x,y,z) 在 0 内 都 是 调和 函数 ,在 QUT 厂 上 连续 ,而 且 在 厂 上 


满足 同样 的 边界 条 件 : 了 于 = 全 = /, 那 么 函数 = xi - us 在 9 内 也 是 调和 函数 ,在 QU 


六 上 连续 ,而 且 在 下 上 3 =0。 如 果 函 数 不 恒 等 于 常数 , 则 由 极 值 原理 , 知 其 最 小 值 必 在 
P 上 达到 ,再 由 定理 4.2, 在 u 取 最 小 值 的 点 处 导数 也 就 不 能 等 于 零 , 从 而 导致 矛盾 。 因 此 
u 必 等 于 一 个 常数 。 定理 证 毕 。 

现在 我 们 来 证 明 诺 伊 曼 外 问题 的 唯一 性 。 

设 区 域 4 的 边界 厂 具 有 这 样 的 性 质 。 在 其 上 每 一 点 均 可 作 一 完全 落 在 @ 外 ( 即 在 外 
部 区 域 2’ 中 ) 且 与 荆 相 切 的 球 。 如 果 同 一 诺 伊 曼 外 问题 有 两 个 解 xi ,ws, 令 v= wi 一 2， 


则 v 满足 边界 条 件 了 加 | =0(n 为 区 域 02’ 的 单位 外 法 线 方向 ) ,在 区 域 2" 中 为 调和 ,在 


人 2 UT 上 连续 , 且 在 无 穷 远 处 一 致 地 趋 近 于 零 。 我 们 要 证 明 v 寺 0。 因 wv 在 无 穷 远 处 的 极限 
为 零 ,对 任意 给 定 的 es>0, 必 可 找到 充分 大 的 R ,使 在 以 R 为 半径 的 球面 I :r= R 上 每 一 
点 PP 都 有 |1v(P)| 志 e。 于 是 在 由 本 及 T. 所 围 成 的 区 域 2 上 函数 只 能 在 球面 r= R 上 取 
到 极 值 。 这 是 因为 按 极 值 原理 ,wv 不 能 在 Qu 内 部 取 到 极 值 ,再 按 定理 4.2, 它 又 不 能 在 生 上 
取 到 极 值 。 因 此 在 2。 上任 一 点 都 有 |z| 委 se。 由 于 e 可 以 任意 小 ,因此 在 整个 2 上 , 必 有 
vv 三 0。 于 是 得 到 

定理 4.4 方程 (1.1) 的 诺 伊 曼 外 问题 的 解 如 果 存 在 , 必 是 唯一 的 。 

3. 用 能 量 积分 法 证 明 边 值 问题 的 解 的 唯一 性 ”我 们 已 经 用 极 值 原理 和 强 极 值 原理 分 
别 证 明了 调和 方程 第 一 边 值 问题 与 第 二 边 值 问题 的 解 的 唯一 性 。 如 局 限于 讨论 C* (0) 门 
C'(Q) 中 的 调和 函数 ,可 以 利用 能 量 积 分 方法 更 简洁 地 证 明 这 两 类 边 值 问题 的 解 的 唯一 
性 。 

在 有 界 区 域 Q 上 的 泊 松 方程 的 第 一 或 第 二 边 值 问题 的 解 的 唯一 性 可 以 归结 为 讨论 0 
中 的 调和 函数 wE C?(Q) 站 C!( 万 ) ,在 边界 下 上 分 别 满足 = 0 或 =0 时 的 性 态 。 


我 们 已 知 ,对 调和 函数 x ,能 量 积 分 (总 位 能 ) 为 
E(u)= 


元 人 5)+ (+ 了 + 元 人 了 uAu ardydz. 


zZ\ az 


SU 
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由 于 为 调和 函数 ,并 利用 格林 公式 可 得 
1 du 
E(u) 二 7 | a 


在 讨论 第 一 边 值 问 题 唯一 性 时 ,成 立 ulr =0; 在 讨论 第 二 边 值 问 题 时 ,成 立 了 | ， .08 
因此 总 成 立 


E(u)=0, 
从 而 ,在 0 中 成 立 
au _au _au - 
| 
即 


u 三 C( 常 数 ). 
对 第 二 边 值 问题 ,上 式 已 经 意味 着 满足 同一 泊 松 方程 第 二 边 值 问题 的 解 最 多 只 能 相差 
一 个 常数 , 即 在 允许 相差 一 个 任意 常数 的 意义 下 , 解 是 唯一 的 。 
对 于 第 一 边 值 问题 ,由 于 在 边界 厂 上 成 立 u =0, 因 此 只 能 成 立 
KEE0O， 
这 就 证 明了 泊 松 方程 第 一 边 值 问题 的 CC2)mcC (0) 解 是 唯一 的 。 


习 题 
芭 


1. 试用 强 极 值 原理 来 证 明 极 值 原理 。 
2. 利用 极 值 原理 及 强 极 值 原理 证 明 : 当 区 域 Q 的 边界 满足 定理 4.2 中 的 条 件 时 ,调和 方程 第 三 边 
值 问 题 


的 解 的 唯一 性 。 
3. 说 明 在 证 明 强 极 值 原理 过 程 中 ,不 可 能 作出 一 个 满足 条 件 (1) 和 (3) 的 辅助 函数 v(x,y,z), 使 它 在 
整个 球 x 二 y +x 三 R” 内 满足 Av>0. 
4 . 对 于 一 般 的 椭圆 型 方程 
De i Ou + cu = 0,， 


恨 设 和 孟 (w, ) 是 正定 的 , 芭 对 任 给 定 的 实 到 Am i 


又 设 c 委 0, 试 证 明 它 的 解 也 成 立 着 强 极 值 原 理 。 也 就 是 说 ,如 果 wu(M) 在 球 之 Ar， < R’ 内 满足 上 述 方程 ， 
0 au 


在 半球 >) mi 有 上 连续 ,在 球面 上 的 一 点 Me 取 到 非 正 的 最 小 值 , 且 在 该 点 沿 "方向 的 方向 导数 订 7 存 


在 ,其 中 ， 与 球 的 内 法 线 方向 成 锐角 , 则 在 M。 点 有 了 > 0。 


QD 通常 只 要 求 泊 松 方程 的 第 一 边 值 问题 的 经 典 解 为 C2(Q) CI(G) 函 数 , 这 里 尚未 证 明 解 在 CO) 站 C (2) 范 
数 类 中 的 唯一 性 。 


1 
| 
| 
| 
1 
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在 表面 各 章 ,我 们 分 别 讨论 了 弦 振 动 方程 .热传导 方程 与 拉 普 拉 斯 方程 。 这 三 类 方程 虽 
然 形状 很 特殊 ,但 是 在 二 阶 线性 偏 微 分 方程 中 ,它们 却 是 三 个 典型 的 代表 。 一 般 的 二 阶 线性 
偏 微 分 方程 之 间 的 共性 与 差异 ,往往 可 以 从 对 这 三 类 方程 的 研究 得 到 。 本 章 中 ,我 们 就 以 关 
于 这 三 类 方程 的 知识 为 基础 ,研究 一 般 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 ,并 对 这 三 类 方程 的 性 质 进行 
比较 深入 的 总 结 与 讨论 。 在 下 面 的 讨论 中 , 常 将 二 阶 线性 偏 微 分 方程 简称 为 二 阶 线 性 方程 。 
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1. 两 个 自 变 量 的 方程 ”我 们 首先 研究 含 两 个 自 变量 的 二 阶 线性 方程 ,前面 遇 到 的 一 维 
热传导 方程 . 弦 振 动 方程 以 及 二 维 拉 普 拉 斯 方程 都 是 其 特例 。 一 般 说 来 ,方程 所 含 的 自 变 量 
越 多 ,处理 起 来 也 越 复杂 。 先 从 含 两 个 自 变量 的 方程 人 手 , 较 容易 了 解 一 般 二 阶 线性 方程 应 
如 何 分 类 以 及 各 种 不 同类 型 方程 的 特点 ,也 将 有 助 于 对 含 多 个 自 变量 的 二 阶 线性 方程 的 研 
和 

若 用 (z,y) 记 自 变 量 ,一 般 的 二 阶 线性 方程 总 可 以 写成 如 下 的 形状 

Ql t+ ayury + ayuy, + biu. + bru, + cu = f, (1.1) 
这 里 a ,a1s,aywy ,6b1,b;,c 及 f 都 是 变量 zx,y 在 某 一 区 域 人 2 上 的 实 函 数 , 并 通常 假定 它们 
适当 光滑 ,例如 连续 可 导 。 我 们 希望 通过 适当 的 自 变 量 的 变换 与 未 知 函 数 的 线性 变换 使 方 
程 (1.1) 简 化 ,并 在 此 基础 上 对 方程 进行 分 类 。 

通过 种 种 变换 使 方程 得 到 简化 是 偏 微 分 方程 研究 中 常用 的 方法 。 例 如 ,就 自 变 量 的 变 
换 来 说 ,如 果 一 个 方程 (4A) 经 过 可 逆 的 自 变量 变换 后 得 到 方程 (B), 那 么 方程 (中 ) 与 方程 
(A) 束 可 以 看 成 为 同一 方程 的 不 同 表达 形式 ,方程 (A ) 的 解 经 过 自 变 量 的 这 个 变换 后 ,就 得 
到 方程 (B) 的 解 , 而 方程 (B ) 的 解 经 过 这 个 自 变 量变 换 的 逆 变 换 , 也 就 得 到 方程 (A ) 的 解 。 
如 有 果 方 程 (B) 的 形式 比方 程 (A ) 的 形式 简单 ,那么 直接 研究 方程 (B) 就 比较 方便 。 又 如 果 好 
些 方 程 都 能 通过 自 变量 变换 化 成 方程 (B), 则 对 (B) 的 研究 就 更 具有 典型 意义 。 关 于 未 知 
图 数 的 变换 也 可 以 作 类 似 的 说 明 。 

2. 两 个 自 变 量 的 二 阶 线性 方程 的 化 简 我们 现在 开始 对 方程 (1.1) 在 区 域 2 中 某 点 
(zo,yo) 的 附近 进行 简化 。 为 此 , 作 自 变量 的 变换 


€ = €(z,y), 7 = 7Czyy). (1.2) 
假设 变换 (1.2) 二 次 连续 可 导 , 且 使 函数 行列 式 
Dé, ) a 5 §, 
D(x,y) | 7， 也 (1.3) 


在 点 (zu,yo) 不 等 于 零 。 根 据 隐 函数 存在 定理 ,在 点 (zo,yo) 附 近 变换 (1.2) 是 可 逆 的 。 利 
用 变换 (1.2) ,可 以 将 方程 (1.1) 化 成 下 述 关 于 自 变量 ,7 的 偏 微分 方程 
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UL -一 一 
a + ade + Aum + biue + baus + cu = (1.4) 
由 于 
U, = Ueé, + 2 ， 
WU, ueé, + Uy 
7 7 站 (1.5) 
Uy 一 二 于 7 机 &,7: ) 家 Un Le 光 Uy » 
Uy 一 Le 和 Lueéy, 十 wy + Ueéy, 十 Uy 


故 方程 (1.4) 中 的 Qi ,a ,422 为 
an = a 二 Sy a é€,， 
a 12 二 GT 十 aiz( én, 二 ,7 ) 十 Q22 57 ， (1.6) 


dn = au 人 +2an 和 nh + a 
b1,b2,C 及 f 也 可 以 相应 地 决定 。 
现在 设法 选取 变换 (1.2) ,使 方程 (1.4) 的 二 阶 偏 导数 项 化 成 最 简单 的 形式 。 注 意 到 (1.6) 
中 的 第 三 式 和 第 一 式 的 形式 是 完全 相同 的 , 仅 是 将 & 换 成 了 7, 因 此 ,如 果 能 选择 到 方程 
a Pp + 2ar Pp, + Q22 op»=0 (1.7) 
的 两 个 函数 无 关 的 解 p= pi, (zx,y) 及 p= psa(x,y), 取 
Le 
n= 92(Z，y)， 
方程 (1.4) 中 的 系数 2 ,2 就 变 为 零 。 这 样 ,(1.4) 式 就 较 (1.1) 式 大 为 简化 了 。 现在 考察 
这 种 选取 的 可 能 性 。 
我 们 知道 关于 2 的 一 阶 偏 微分 方程 (1.7) 的 求解 问题 可 以 化 为 求 下 述 常 微分 方程 在 
(x,y) 平 面 上 的 积分 曲线 问题 : 
audy — 2ardr dy + adzr = 0. (1.8) 
设 ol(z,y)= < 是 方程 (1.8) 的 一 族 积分 曲线 , 则 z= po (z,y) 就 是 方程 (1.7) 的 一 个 解 。 
称 方程 (1.8) 的 积分 曲线 为 方程 (1.1) 的 特征 线 ,方程 (1.8) 有 时 亦 称 为 特征 方程 。 
为 了 求 得 方程 (1.8) 的 积分 曲线 ,将 方程 (1.8) 分 解 成 两 个 方程 


XD 
dy _a12 ty a QQ22 


< 1.9 
dz Q 1 ( ) 
dy 4 一 ai 一 QilQ22 1 9 
dz “ (3) 


这 时 有 下 面 三 种 情形 : 
(1) 在 点 (x。,y,) 的 附近 A = aa -aaz>0. 此 时 方程 (1.9) 及 (1.9) 右 端 取 相 蜡 的 
实 值 , 故 (1.8) 的 积分 曲线 为 两 族 不 相同 的 实 曲线 ,依次 将 它们 表示 为 pg, (zx,y)=c 儿 
py(x,y) = co 假设 pi, 及 gi, ,gz 及 9s, 均 不 同时 为 零 , 则 变换 
€ = p(xr,y),n = p(T,y) (1.10) 
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是 可 逆 变 换 ,因为 此 时 函数 行列 式 不 等 于 零 o。 选 取 这 样 的 变换 后 ,方程 (1.4) 中 的 a ,a 
都 化 为 零 ,同时 易 知 可 逆 变 换 不 能 将 二 阶 偏 微分 方程 变 成 一 阶 ,故此 时 必 有 a1, 关 0( 也 可 以 
通过 直接 计算 验证 )。 因 此 ,(1.4) 式 可 化 为 
uw = Aue + Bu, + Cut+D (1.11) 
的 形式 ,其 中 A,B,C,D 为 &,n 的 函数 。 
如 果 在 (1.11) 式 中 再 作 自 变量 的 变换 
6=3(s+1), 9= 本 (s 一 有， 
则 方程 (1.11) 进 一 步 化 为 
Us — Ur = Aiu, + Biu, + Ciu + D, (1.12) 
的 形式 。 
(2) 在 点 (zo,y ) 的 一 邻 域 中 A= ab - au aw 二 0, 并且 a,a,,,aw 不 全 为 零 。 此 时 
(1:7) 芭 化 为 元 全 平方 
(Vany, +Vaxn oy,)’ =0, 
故 特征 曲线 只 有 一 族 , 记 为 pg,(x,y)=c。 选 取 &= p(x,y)。 由 于 A 寺 0， 
a = anén. + anz(€nD + 6n) + az 马刀 
= (Vané, +Vané,)(Vann. + yD 
因此 oa 及 ca 同时 为 零 。 任 选 一 函数 7 = gp, (zx,y), 使 p,,o， 函数 无 关 , 则 通过 变换 
(1.10) ,方程 (1.1) 就 化 为 
az = Aue+ Bu + Cu+D 
的 形式 ,其 中 ac: 天 0。 以 a;, 除 上 式 两 端 ,得 到 形状 为 
um = Aiue + Biu,+ Ciu + D, (1.13) 
的 方程 。 
如 果 在 (1.13) 式 中 再 作 未 知 函 数 的 线性 变换 


1 [7 
B (&€, cr} dr 
v= ue zj ， 


就 得 到 关于 vw 的 方程 
vw = Ave + Cv + D,, (1.14) 
其 中 不 再 出 现 关 于 7 的 一 阶 偏 导数 项 。 
(3) 在 点 (zo,yo) 的 附近 4A= ais -anaz<0. 此 时 不 存在 实 的 特征 线 ,方程 (1.8) 的 通 
积分 只 能 是 复 函 数 。 假 设 
pzZ,y)=piCr,y)+ipz(z,y)=-c 


pa ” /i , 
QD 因为 pir dy dzty al- ana Par _dy2_ _ at a12 — a11422 


9 
Ply dx Ql1l P22 dr 1 


D( ) 
A= a?,— >0， A De 0. 
而 212 CIIQ22 因此 有 2 1 人 天 
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是 (1.9), 式 的 一 个 通 积分 , 即 满足 ep,=- (a,+VaD-anaz )9,0, 并 且 yg, , 9, 不同 
时 为 零 ,这 里 wo, ,p， 是 实 的 函数 , 则 z= p(x,y) 满 足 
an Pp: +2a1 9.9, + a py =0. 
为 了 避免 引入 复 函 数 ,我们 作 变 换 
£ = Rep(7r,y) = PICZyy)， 
7= Img(7x,y) = 9p2(7,y). (1.15) 
可 以 证 明 ,o,(z,y) 和 g(x,y) 是 函数 无 关 的 。 事 实 上 ,因为 p(x,y)=c 满足 (1.9), 式 ， 
故 
Ne (1.16) 
把 实 部 及 虚 部 分 开 ,得 到 
| ai 一 一 6 二 MGC2 一 Qi 7 ， 


dn 一 一 4 一 YaQC22 一 al 6， . 
由 于 c ,天 0( 和 否则 A 不 会 小 于 零 ) ,成 立 


(1.16) 


. e, Rs. 
7 也 而 


这 个 行列 式 的 值 不 等 于 零 ,否则 就 会 推出 和 = w, =0, 再 由 (1.16) 就 得 出 各 = 人 =0, 从 而 
p, = ,=0, 但 这 与 关于 函数 9 的 假定 不 符 。 因 此 (1.15) 中 的 pl ,9: 是 函数 无 关 的 。 
由 于 &+ in 满足 方程 (1.7), 代 入 后 将 实 部 及 虚 部 分 开 , 得 到 
A 
age + a(én, + En) + a én, = 0. 
因此 ,由 (1.6) 式 ,方程 (1.1) 化 为 
uxe + us, = Aue + Bu,+ Cut+D (1.17) 
的 形式 。 
3. 方程 的 分 类 ”我们 看 到 ,两 个 自 变量 的 二 阶 线性 方程 通过 自 变量 的 可 逆 变 换 能 够 化 
成 哪 种 标准 形 ,要 看 二 次 型 
Ql,m)=anlt +2aylmt+awm’ 
的 代数 性 质 如 何 来 定 ,或 者 说 ,由 / ,mx 平面 上 的 二 次 曲线 Q(l,m)=1 的 性 质 而 定 。 由 于 
这 个 曲线 可 以 是 一 个 椭圆 .一 个 双 曲 线 或 者 一 个 抛物 线 ,故我 们 相应 地 定义 方程 在 一 点 的 类 
型 如 下 : 
若 方程 (1.1) 中 二 阶 偏 导数 项 的 系数 al ,ae ,am 在 区 域 2 中 某 点 (x ,yo ) 满 足 


EC 
A=al,— aaa 0 


Q@ 假如 a1 ,a ,a 都 是 关于 自 变 量 xz,y 的 解析 函数 ,此 时 利用 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 (Cauchy-KoaBareBckag ) 定 
理 (参见 第 五 章 ) 可 以 证 明 这 种 解 的 存在 性 。 在 系数 非 解析 的 情形 ,可 以 直接 从 
all 人 二 2di68 + ants = a + a mn + a ny, 
aném + a2(6W + 6 + as = 0 
来 求 出 &(x,y) ,n(xX,y). 这 可 参见 柯 朗 (Courant) . 希 尔 伯 特 (Hilbert) ,数学 物理 方法 II( 科 学 出 版 社 ) ,第 四 章 。 
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则 称 方程 在 点 (zo ,wo ) 为 双 曲 型 的 ; 硅 在 点 (x ,yo ) 满 足 
0 
则 称 方程 在 点 (zu,yo ) 为 抛物 型 的 ; 奇 在 点 (xz, ,vo ) 满 足 
A=al;— aiaw <0, 
则 称 方程 在 点 (x ,wo ) 为 椭圆 型 的 。 

其 次 ,如 果 方 程 在 一 个 区 域 2 中 的 每 点 均 为 双 曲 型 ,那么 就 称 方程 在 区 域 2 中 是 双 曲 
型 的 。 同 样 ,如 方程 在 区 域 2 中 的 每 点 均 为 抛物 型 或 椭圆 型 的 ,那么 就 称 方程 在 区 域 2 中 
是 抛物 型 或 椭圆 型 的 。 因 而 上 节 中 的 结果 可 表述 为 :如 果 方 程 在 一 个 区 域 2 中 为 双 曲 型 、 
抛物 型 或 椭圆 型 的 话 ,那么 它 在 区 域 2 中 任 一 点 (zuo,yo) 的 附近 就 可 分 别 化 成 (1.11)( 或 
(1.12)),(1.13)( 或 (1.14)) 或 (1.17) 的 形式 ,因而 (1.11)( 或 (1.12)),(1.13)( 或 (1.14) ) 和 
(1.17) 就 分 别称 为 双 曲 型 .抛物 型 与 椭圆 型 方程 的 标准 形式 。 

容易 看 出 ,如果 点 (x ,yo) 为 方程 (1.1) 的 双 曲 型 点 或 椭圆 型 点 ,那么 一 定 存 在 该 点 的 
一 个 邻 域 ,使 方程 在 这 邻 域内 是 双 曲 型 或 椭圆 型 的 ,因此 就 能 在 这 点 的 附近 将 方程 化 为 标准 
形式 。 但 如 点 (xo ,yo ) 为 抛物 型 点 ,就 不 一 定 存在 一 个 邻 域 ,使 方程 在 这 邻 域内 是 抛物 型 
的 ,因此 并 不 能 保证 在 该 点 附近 可 化 成 抛物 型 方程 的 标准 形式 。 

根据 刚才 所 说 的 分 类 方法 ,可 以 容易 地 看 到 弦 振 动 方程 是 双 曲 型 的 ,一 维 热传导 方程 是 
抛物 型 的 ,二 维 的 拉 普 拉 斯 方程 是 椭圆 型 的 。 由 于 弦 振 动 方程 描述 波 的 传播 现象 , 它 具 有 对 
时 间 可 逆 的 性 质 ;热传导 方程 反映 了 热 的 传导 .物质 的 扩散 等 不 可 逆 现 象 ;而 拉 普 拉 斯 方程 
描述 平衡 或 定常 的 状态 。 这 三 种 方程 所 描述 的 自然 现象 的 本 质 不 同 ,这 三 种 方程 的 性 质 也 
各 异 。 由 此 可 见 , 两 个 自 变 量 的 二 阶 线性 方程 的 上 述 分 类 方法 ,是 有 其 深刻 的 原因 的 。 

最 后 ,我 们 指出 ,有 些 方程 在 区 域 2 的 一 个 部 分 是 双 曲 型 的 ,而 在 另 一 部 分 是 椭圆 型 
的 ,而 在 它们 的 分 界线 上 是 抛物 型 的 。 这 样 的 方程 在 区 域 2 中 称 为 是 混合 型 的 。 例 如 特 里 
科 米 (Tricomi) 方 程 

3 (1.18) 
在 上 半 和 平面 y>0 是 椭圆 型 的 ,而 在 下 半 和 平面 y<0 是 双 曲 型 的 。 当 所 考察 的 区 域 2 包含 轴 
y=0 上 的 某 些 线段 时 ,这 方程 在 2 中 就 是 混合 型 的 。 在 研究 空气 动力 学 中 的 跨 音速 流 问 
题 时 , 贡 遇 到 混合 型 方程 。 
4. 例 现在 我 们 举 出 一 些 化 两 个 自 变 量 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 为 标准 形式 的 例子 。 
例 1 弦 振 动 方程 


,一 ax =0 
本 身 已 具有 标准 形式 (1.12) ,其 特征 线 族 为 
T+at=c 及 过 -ar=c， 

作 变 换 &= x + at,w= x 一 at 后 , 即 化 为 标准 形式 (1.11) 

Fu 

ge 
利用 这 种 标准 形式 ,就 容易 作出 它 的 通 解 。 事 实 上 ,以 v 表 5, 即 得 5 一 0, 于 是 v= 
(7) ,其 中 了 是 7 的 一 个 任意 函数 。 再 在 方程 


u 


$1 二 阶 线性 方程 的 分 类 101 


du 
A 


中 将 视 为 参数 ,关于 ， 积分 ,就 得 到 
n= [f(ant (6) 
或 
= 9p(€) + yn) = p(xr+at)+ yr ~ ait), (1.19) 


其 中 gp 和 y 是 两 个 任意 的 二 阶 连续 可 叶 函 数 。 
例 2 特 里 科 米 方程 


9y 
的 特征 方程 为 
ydy + dx’ =0. 
在 椭圆 型 区 域 y>0 内 , 它 化 为 
dr + iVydy=0, 
故 rti 人 4 a 
作 变 换 = Z， 7 = 4 yi, 


原 方程 化 为 
0. CE:20) 


在 双 曲 型 区 域 y<0 内 ,特征 方程 为 


dr tv - ydy=0,， 
故 土气 (一 = 
2 3 2 
作 变 换 Sy ye 
原 方程 化 为 
au 1 9u gr 
5657 6(E—7) 上 站 
5$*. 多 个 自 变 量 的 方程 的 分 类 ”考察 一 般 的 多 个 自 变量 的 二 阶 线性 偏 微 分 方程 , 它 的 
形式 为 
> + Db t= (1522) 


其 中 a, ,b,c 及 f 是 n 维 空间 (xz, ,zx;,…,x, ) 中 某 区 域 Q 上 的 适当 光滑 的 函数 ,并 总 可 取 
a, 二 Qj。 此 时 ,一 et eR 
有 必要 把 方程 划分 为 若干 类 型 来 进行 研究 。 

我 们 注意 到 ,在 对 两 个 自 变量 的 方程 的 分 类 时 ,作为 分 类 标准 所 利用 到 的 是 方程 中 二 阶 
偏 导数 的 系数 的 代数 性 质 : 使 方程 为 李 圆 型 的 点 ,行列 式 A<0, 这 就 是 二 次 型 A(X)= 
4A?+2awzAhiX2+ aw A 为 正定 或 负 定 的 情形 ;使 方程 为 抛物 型 的 点 ,A =0, 这 就 是 二 次 型 
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A(4) 为 退化 的 情形 ;而 对 于 使 方程 为 双 曲 型 的 点 ,二 次 型 A(4 ) 是 既 不 为 退化 .又 不 是 正定 
或 负 定 的 情形 。 换 言 之 ,这 三 种 情形 分 别 对 应 于 二 次 型 A(4 ) 的 特征 根 , 即 方 程 


Ql 一 A C12 
沽 省 (1.23) 
C21 Q22 一 从 
的 根 为 同 号 、 有 零 根 及 异 号 的 情形 。 
对 方程 (1.22) 也 可 作 二 次 型 

A(A) = > (1;24) 

可 以 看 到 :对 多 个 自 变量 的 拉 普 拉 斯 方程 
Ry < i 


而 言 , 二 次 型 A(4)=X1+… + 是 正定 的 , 它 所 对 应 的 矩阵 的 所 有 的 特征 根 为 同 号 。 对 
n +1 个 自 变量 的 波动 方程 


(Ft 3 
而 言 ,A(A)=hi-a“ (Ai1+ Ah2+… 二 4) 是 既 非 退化 .也 非 正 定 ( 或 负 定 的 ), 它 所 对 应 的 矩 
阵 的 n+ 1 个 特征 根 中 ,有 n 个 同 号 ( 即 为 -a’), 而 另外 一 个 取 相 反 的 符号 ( 即 为 1)。 对 


Qu ($+ 二) 
dt “ \ar: 3 并 


而 言 ,A(A)= -ae (+…+h) 为 退化 的 , 即 它 所 对 应 的 矩阵 有 一 特征 根 为 零 。 这 样 ,我 
们 可 以 自然 地 作出 如 下 的 定义 : 设 方程 (1.22) 在 某 点 P(x?,… ,x'), 其 二 次 型 


Ee 


为 正定 或 负 定 ( 即 矩阵 (a ) 的 特征 根 的 符号 完全 相同 ) ,那么 称 方程 在 点 已 为 椭 圈 型 的 ;如 
果 A()) 在 点 已 为 退化 的 ( 即 矩阵 a, 的 特征 根 中 至 少 有 -为 零 ) ,那么 称 方程 在 点 已 为 抛物 
型 的 ;如 果 A(A) 在 点 既 不 为 退化 ,也 不 为 正定 或 负 定 ,但 矩阵 (a ) 的 特征 根 中 及 -1 
个 同 号 ,那么 就 称 方程 在 点 已 为 双 曲 型 的 。 

还 需 补充 一 种 情况 , 即 A(4) 在 点 已 非 正定 或 负 定 , 亦 不 退化 ,又 不 为 双 曲 型 ,那么 就 称 
它 为 超 双 曲 型 的 。 这 时 矩阵 (w, ) 至 少 有 两 个 特征 根 为 正 .有 两 个 特征 根 为 负 。 

与 两 个 自 变量 的 情形 相 类 似 , 我 们 可 以 给 出 一 个 方程 在 某 区 域 中 为 林 加 型 .抛物 型 . 双 
曲 型 , 超 双 曲 型 以 及 混合 型 的 定义 。 

在 以 后 还 可 以 看 到 这 种 分 类 方法 的 更 进一步 的 根据 。 


习 击 
1. 证 明 :两 个 自 变量 的 二 阶 线性 方程 经 过 自 变 量 的 可 道 变换 后 ,其 类 型 不 会 改变 , 即 变 换 后 A = a?, - 
Ql11 12 的 符号 不 恋 。 
2. 判定 下 述 方程 的 类 型 : 


(1) x us — yu, =0; 
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(2) wu,, +(z+y) u,=0; 
(3) u,, + .ryu, =0; 
1] x>0, 
(4) sgnyu,, +2u,, + sgnru, =0 | sgn 1 r=0, 
-1 rxr<0 


(5) us ~ 4u,, +2u,. +4u, + wu.. =0. 
3. 化 下 列 方程 为 标准 形式 : 
(1) x+4uky+Sun+a+2uy 三 0i 
(2) 六 六， +2zryu,, + yu, =0; 
(3) wn ty = 0 
(4) u,, -2 cos xu, — (3+sin xr)u, - yu,=0; 
(5) (1+x )u,,+(l + y’ )u,, + Xu, + yu, =0. 
4. 证 明 : 两 个 自 变 量 的 二 阶 常 系数 双 曲 型 方程 或 椭圆 型 方程 一 定 可 以 经 过 自 变量 及 未 知 函 数 的 可 逆 
变换 
人 


旭 一 VU, 


vt 洲 
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1. 特征 概念 ”从 上 节 关 于 二 阶 线性 方程 分 类 的 讨论 中 知道 ,三 种 类 型 方程 的 区 分 取决 
于 它们 二 阶 偏 导 数 前 的 系数 的 代数 性 质 。 例 如 ,就 两 个 自 变量 的 情形 而 言 ,方程 的 一 般 形式 
为 (1.1)。 如 果 ep -anez >0, 则 从 方程 (1.8) 可 以 解 出 两 族 特征 线 ,这 时 方程 为 双 曲 型 
的 ;如 果 ao 一 aazw 三 0, 则 从 (1.8) 可 解 出 一 族 特 征 线 ( 重 特征 ), 这 时 方程 为 抛物 型 的 ;如 
果 oo -anaz<0, 则 (1.8) 无 实 解 ,或 者 说 方程 没有 实 特征 线 ,这 时 方程 为 椭圆 型 的 。 由 此 
可 见 ,一 个 方程 的 特征 线 的 性 态 决 定 了 它 的 类 型 。 又 从 第 一 章 知 道 , 对 双 曲 型 方程 来 说 , 影 
响 区 域 .决定 区 域 和 依赖 区 域 都 是 由 特征 线 或 特征 曲面 来 划分 的 ,所 以 有 必要 进一步 讨论 特 
征 线 与 特征 曲面 的 理论 ,简称 特征 理论 。 

为 了 了 解 特征 线 及 特征 曲面 的 共同 特点 及 其 重要 作用 ,我 们 先 介绍 弱 间 断 解 的 概念 。 
对 于 一 个 具 n 个 自 变量 的 二 阶 方程 来 说 , 若 有 一 函数 u 在 某 个 n 维 区 域内 有 一 阶 连续 偏 导 
数 , 且 在 此 区 域内 除了 一 个 (”- 1) 维 光滑 曲面 S(n =2 时 它 是 曲线 ) 外 ,有 二 阶 连续 偏 导 
数 ,并 处 处 满足 方程 ,同时 x 的 二 阶 偏 导数 在 S 上 的 左右 极限 均 存 在 (具有 第 一 类 间断 ) , 那 
么 称 这 个 函数 x 为 方程 的 弱 间 断 解 。 这 种 弱 间 断 解 虽然 在 曲面 S 上 不 满足 方程 ,但 从 物理 
的 角度 来 看 , 它 仍 然 是 合理 的 。 事 实 上 ,回忆 一 下 前 几 章 中 建立 几 个 典型 方程 的 过 程 , 那 时 
首先 得 到 的 是 一 个 包含 未 知 函数 的 一 阶 偏 导数 在 内 的 积分 等 式 。 因 而 仅仅 在 利用 格林 公式 
将 它 化 成 偏 微分 方程 时 , 才 要 求 未 知 函 数 有 二 阶 连续 偏 导 数 ,而 在 原始 物理 问题 中 ,只 要 求 
未 知 函 数 有 一 阶 连续 偏 导数 就 可 以 了 ,所 以 有 可 能 出 现在 物理 上 有 意义 的 弱 间 断 解 。 例 如 ， 
波 传播 的 波 阵 面 就 是 弱 间 断面 。 

下 面 以 弦 振 动 方程 为 例 来 说 明 这 一 点 。 该 方程 的 传播 波 解 是 户 (z- ai) 与 户 (z+ar)。 
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以 右 传 播 波 为 例 , 它 在 x 一 at = 常数 的 特征 线 上 为 常数 。 因 此 ,如 果 一 右 传 播 波 u = f(x 一 at) 
在 初始 :=0 时 取 值 为 
(x =1) ylxzlg!l, 
0, |xI>1, 
其 中 国 数 p(x) 在 x= +1 处 一 阶 导数 连续 二 阶 导数 有 间断 , 则 相应 的 右 传播 波形 式 的 解 为 
人 
u(x,t)= 
0 ,|x-atl>1. 
它 在 x+ 一 at = 二 1 处 有 弱 间 断 。 如 前 所 述 , 上 述 解 是 有 物理 意义 的 ,而 -at=1 与 x 一 at 
= 一 1 这 两 条 弱 间 断 线 恰 表 示 波 的 前 阵 面 与 后 阵 面 。 

从 这 个 例子 还 可 以 看 到 弱 间 断 线 怡 好 是 特征 线 ,或 者 说 弱 间 断 沿 特 征 线 发 生 , 弱 间断 沿 
特征 线 传播 等 等 。 这 个 事实 并 非 巧 合 , 而 是 反映 了 一 个 很 重要 的 事实 。 一 般 来 说 ,对 于 给 定 
的 一 个 偏 微分 方程 来 说 ,并 非 任何 一 个 曲面 (曲线 ) 都 可 以 作为 方程 的 弱 间 断 解 的 弱 间 断 曲 
面 ( 弱 间 断 线 )。 而 哪些 曲面 (曲线 ) 可 以 作为 弱 间 断 曲 面 (曲线 ) ,哪些 则 不 可 以 ,这 完全 由 方 
程 本 身 的 特性 所 决定 。 下 面 我 们 将 对 一 般 的 二 阶 线性 方程 来 导出 一 个 曲面 (曲线 ) 可 能 作为 
弱 间 断 曲 面 (曲线 ) 的 条 件 ,并 将 满足 此 条 件 的 曲面 (曲线 ) 称 为 特征 曲面 (特征 线 ) ,或 简称 为 
特征 。 自 然 ,我们 还 得 指出 ,这样 定 义 的 特征 概念 与 $ 1 中 引入 的 特征 是 一 致 的 。 

2. 特征 方程 在 )” 维 空间 (zi,z,…，,zr,) 的 某 区 域 2 上 ,考察 下 面 一 般 的 二 阶 线性 
方程 


p(x)= 


其 中 a,b(i,j=1,…,n),c 及 ff 为 += (zy,…,X,) 的 已 知 函 数 。 我 们 问 , 在 什么 条 件 下 
一 个 超 曲面 9 


9 (2.2) 
可 以 成 为 方程 (2.1) 的 某 个 弱 间 断 解 x 的 弱 间 断面 ? 这 个 问题 总 是 可 以 改 为 下 面 的 提 法 : 
如 果 在 g =0 上 给 定 了 函数 x 及 其 所 有 一 阶 偏 导 数 的 值 ,能 不 能 利用 这 些 值 以 及 方程 (2.1) 
来 唯一 地 决定 x 的 二 阶 偏 导 数 ? 显然 ,如 果 能 够 唯一 地 在 S 上 决定 的 二 阶 偏 导数 之 值 ， 
那么 =0 就 不 可 能 成 为 某 个 弱 间 断 解 x 的 弱 间 断 曲 面 。 
9u 


首先 考察 S 为 坐标 超 平面 x, = 0 的 特殊 情形 。 若 在 S 上 v 及 其 一 阶 偏 导数 了 


CEs 


…, 1) 之 值 为 已 知 的 (xz, ，,… ,zx, 1) 的 函数 , 则 显然 二 阶 偏 导数 了 (i=1,…,n;j=1， 


了 


…,n 一 1) 在 S$ 上 的 值 可 以 通过 将 了 和 对 求 导 而 唯一 决定 。 因 此 , 剩 下 需要 决定 的 只 是 二 


阶 偏 导数 了 总 在 S 上 的 值 。 利 用 方程 (2.1) 易 知 , 若 a,, (zi ，…, zx,_110) 关 0, 就 可 以 在 S 上 


2 
@ 以 下 我 们 总 假定 g(x，,… ,xz,) 具 有 二 阶 连 续 偏 导数 , 且 > ”|( 了 2 ) 天 0 恒 成 立 . 
:二 1 : 
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唯一 地 决定 出 了 痊 的 值 。 而 若 成 立 


> sD ei (2.3) 

就 不 能 在 S 上 唯一 地 决定 出 x 的 一 切 二 阶 偏 导 数 。 因此 ,(2.3) 就 是 坐标 超 平面 x, =0 可 
能 成 为 方程 (2.1) 的 某 个 弱 间 断 解 的 弱 间 断面 的 条 件 。 

现在 回 到 一 般 的 情形 (2.2)。 令 ro = (zi，…,zw) 是 S 上 任意 给 定 的 一 点 , 则 一 定 可 以 

找到 一 个 自 变 量 的 可 逆 变 换 6 = g, (zzo) (二 工人 7 ) ,将 x。 变 为 & 坐标 中 的 原 

点 ,而 将 z, 在 S 上 的 一 个 邻 域 变 换 到 & 坐标 中 原点 在 &, =0 上 的 一 个 邻 域 。 事 实 上 , 因 假 


没 在 超 曲 面 (2.2) 上 ,有 (2 多,…,3 呈 ) 。 天 0, 于 是 ,至 少 有 某 个 j(1<j 忆 )， 使 


9 、 
99| ”#0。 不 姑 设 j=, 令 
J 


i. 
站 ete (2.4) 


Ee BU 
易 见 这 个 自 变量 变换 将 zu 变换 为 & 坐标 中 的 坐标 原点 , 且 其 在 zx。 点 的 雅 可 比 (Jacobi) 行 


列 式 为 2 名 | 。 元 0, 因 而 它 是 在 x 令 城 中 的 一 个 可 进 变 换 ,并 将 超 幢 面 (2.2) 变 痪 为 全 村 
超 平面 5, = 0。 在 坐标 变换 (2.4) 下 ,有 


du 本 一 9 é&, 
3x, IE 9 


k=1 


- 站 关 人 5 + 只 包含 v 的 一 阶 偏 导 数 的 项 ， 


jr a dé, 3z 9x, 


于 是 方程 (2.1) 就 化 为 


Da Tm em, 
的 形式 ,其 中 被 省 略 的 项 仅 包 含 u 及 的 一 阶 偏 导数 ,而 
= Dg ye : 《26) 


由 (2.3) 式 ,就 可 得 到 zx。 在 S 上 的 邻 域 可 能 成 为 (2. 1) 的 某 个 弱 间 断 解 的 弱 间 断面 的 必要 
条 件 为 
a (Ee 0)=0, 


即 
| 
Sr al 
注意 到 (2.4) 式 的 最 后 一 式 , 上 式 又 可 写 为 
D3 至 - = 0 (2.7) 


在 S 上 zi 的 一 个 邻 域 中 成 立 。 由 于 ze 是 $ 上 的 任意 一 点 ,就 得 到 :在 S 上 成 立 (2.7) 式 
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是 S 可 能 成 为 方程 (2.1) 的 弱 间 断 解 的 弱 间 断面 的 必要 条 件 。 如 果 在 曲面 S 上 成 立 (2.7) 
式 , 就 称 S 为 方程 (2.1) 的 特征 曲面 。 

由 上 可 见 , 特 征 曲 面 的 定义 只 依赖 于 方程 主 部 的 系数 ( 即 二 阶 偏 导 数 的 系数 ) ,与 低 阶 项 
的 系数 无 关 。 特 征 曲面 的 定义 也 与 线性 方程 (2.1) 的 解 无 关 。 此 外 ,如 果 (2.7) 式 不 仅 在 S 
上 成 立 ,而 且 在 所 考察 的 空间 区 域 中 恒 成 立 , 则 = 常数 构成 一 族 特征 曲面 。 

对 于 一 个 固定 的 点 zx, 如果 过 该 点 的 方向 1(a1,… ,a ) 满 足 特征 方程 


D> ava =0; (2.8) 
i,1=1 


则 称 1 为 此 点 x 的 特征 方向 。 由 于 | 了 全,…, 了 全 ) 表 示 超 曲 面 p=0 的 法 向 ,所 以 特征 曲面 


也 就 是 每 点 的 法 向 为 特征 方向 的 曲面 。 
有 了 时 也 称 过 一 点 以 特征 方向 为 法 线 方 向 的 n -1 维 超 平面 为 该 点 的 特征 平面 , 称 过 一 
固定 点 的 所 有 由 特征 平面 包 络 所 成 的 锥 面 为 过 此 点 的 特征 锥 面 。 
3. 例 ”现在 举 一 些 偏 微分 方程 的 例子 , 求 出 它们 的 特征 方向 或 特征 曲面 。 在 考察 这 些 
例子 时 ,我 们 总 是 假设 
2 人 (2.9) 
即 取 a; 为 特征 方向 的 方向 余弦 。 
例 1 对 于 两 个 自 变量 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 
tag on t+ bi + b, Ft+ cu=f,， 
其 特征 方程 为 
aia’r +2arvairas + aya7 = 0* 
满足 上 述 关系 式 的 方向 (ai ,az ) 为 特征 方向 出 。 该 方程 的 特征 线 
Pp(z,y)=0 
满足 a Pp + 2a P,P, + az2 pp, = 0. 
这 就 是 $ 1 中 特征 曲线 满足 的 方程 。 因 此 ,这 里 的 定义 和 $1 中 的 定义 是 一 致 的 。 
例 2 拉 普 拉 斯 方程 
du du a zx 


的 特征 方程 为 
ai1 十 ay +…+o 三 0， 
因此 拉 普 拉 斯 方程 没有 实 的 特征 方向 。 
例 3 对 于 二 维 波 动 方程 


> (2 + 
dr” dy ， 


中 注意 ,在 两 个 自 变量 的 情形 ,特征 方向 (ci ,az ) 并 不 是 特征 线 的 方向 ,而 是 和 特征 线 垂直 的 方向 。 此 时 特征 线 的 
方向 (8 ,PB; ) 满 足 方 程 
an pi —2a1wpB1ps + a22 Bt =0. 
但 有 的 书 也 称 特征 线 的 方向 为 特征 方向 。 
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EE I 


其 特征 方程 为 

a 十 a32 ) . 
由 (2.9) 式 ,应 有 

al 十 al 十 az =1. 


所 以 3 


或 Qo 二 十 


因此 过 任 一 点 的 特征 方向 与 : 轴 的 夹 角 为 arctan 三 ,其 方向 余弦 可 以 写 为 
| a cos 0 sin 4 


其 中 9 为 参数 。 这 些 特征 方向 的 全 体 也 构成 一 个 锥 面 。 
过 一 点 (xo ,Yo ,z, ) 作 以 此 点 的 特征 方向 为 法 线 方向 的 平面 族 ct 一 to) + oc0s0 (x— xo) 
+ sin0 (y 一 yo)=0(9 为 参数 )。 求 出 此 平面 族 的 包 络 ,可 以 得 到 过 此 点 的 一 个 曲面 , 它 就 是 前 
述 的 特征 锥 面 。 事 实 上 ,将 此 平面 族 的 方程 关于 参数 6 求 导 得 
-sing(z-r)+cos0(y-yo)=0， 
再 消去 参数 9, 即 得 到 包 络 面 的 方程 
(zx-xo) +(y-y) =a(t- to), 
它 就 是 过 点 (zu,yovto) 的 特征 锥 面 。 
从 特征 曲面 的 定义 可 知 特 征 曲面 在 其 每 点 和 由 该 点 所 作出 的 特征 锥 相 切 ,而 从 前 面 可 
以 看 到 ,这 种 特征 锥 在 波动 方程 中 起 着 特别 重要 的 作用 。 对 于 三 维 (” 维 ) 空 间 的 波动 方程 ， 
也 有 类 似 的 结果 。 
例 4 热传导 方程 


的 特征 方程 (2.8) 为 
az+as+oa3 三 0. 
由 于 (2.9) 式 ,应 有 
al+al+a?l+oa3=1, 
故 a? =1。 因 此 特征 曲面 为 超 平面 上 = const。 热传导 方程 的 柯 西 问 题 的 初始 条 件 恰巧 给 在 
特征 面 t=0 上 ,这 和 波动 方程 的 情形 不 同 ;对 波动 方程 的 柯 西 问题 来 说 ,其 初始 平面 t=0 
为 非特 征 面 。 


习 题 
1. 求 下 列 方程 的 特征 方程 和 特征 方向 : 


Ud 9°u 
ar 9 .x2 9 Be” 


(2) Pu_u, Iu, ou 
at 9 xi 9 Xx? dr 
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2. 证 明 : 经 过 可 逆 的 坐标 变换 zx, = 加) (i=1,…,n), 原 方程 的 特征 曲面 变 为 经 变换 后 的 
新 方程 的 特征 曲面 , 即 特征 曲面 关于 可 逆 坐 标 变换 具有 不 变性 。 

3. 试 证 二 阶 线性 偏 微分 方程 解 的 m 阶 弱 间 断 ( 即 直 至 mm -1 阶 的 偏 导数 为 连续 ,而 六 阶 偏 导数 为 第 
一 类 间断 ) 也 只 可 能 沿 着 特征 发 生 。 

4. 试 定义 n 阶 线性 偏 微分 方程 的 特征 方程 .特征 方向 和 特征 曲面 。 


3 3 三 类 方程 的 比较 


现在 我 们 以 前 面 各 章 对 三 类 典型 方程 的 研究 为 基础 ,就 双 曲 型 方程 .抛物 型 方程 和 椭圆 型 
方程 这 三 种 不 同类 型 的 方程 的 解 的 性 质 定 解 问题 的 提 法 等 方面 进行 分 析 与 总 结 。 我 们 将 看 
到 ,这 三 类 方程 之 间 不 仅 在 于 其 系数 的 代数 性 质 上 有 差别 ,而 且 确 实 存在 一 些 本 质 的 差异 。 

1. 线性 方程 的 全 加 原理 我们 先 讨论 三 类 方程 以 至 更 一 般 的 线性 方程 的 共性 。 我 们 
知道 ,所 谓 算 子 L 是 线性 的 ,就 是 指 它 满足 可 加 性 条 件 


| (3.1) 
其 中 C,,C， 为 任意 给 定 的 常数 。 如 果 革 是 线性 微分 算 子 ,那么 方程 
Lu=f 
称 为 线性 微分 方程 。 特 别 地 , 当 f 寺 0 时 方程 
Lu=0 


称 为 齐 次 的 。 
如 果 定 解 条 件 满足 可 加 性 条 件 , 那 就 称 定 解 条 件 是 线性 的 。 在 前 面 各 章 中 所 遇 到 的 各 
种 定 解 条 件 ( 如 柯 西 问题 ,第 一 、 第 二 、 第 三 边 值 问题 等 的 定 解 条 件 ) 都 是 线性 的 。 同 样 可 以 
定义 齐 次 定 解 条 件 。 
对 于 线性 方程 (或 线性 定 解 条 件 ) ,下 面 的 一 加 原理 是 显然 的 。 
痘 加 原理 I 设 u, 满足 线性 方程 (或 线性 定 解 条 件 ) 
Lu,=f. (i=1,…,n), 


则 它们 的 线性 组 合 “= 3S、 Cu (其 中 C, ,…,C, 为 任意 给 定 的 常数 ) 必 满足 方程 (或 定 解 条 件 ) 


Lu = > 

特别 地 , 当 u(i=1,…,n) 满 足 齐 次 方程 (或 齐 次 定 解 条 件 ) 时 ,wu 也 满足 此 齐 次 方程 (或 齐 
次 定 解 条 件 )。 

在 前 面 的 讨论 中 ,我 们 曾 多 次 利用 这 个 琶 加 原理 ,把 一 些 复 杂 的 定 解 问题 化 为 车 干 简单 
的 定 解 问题 来 求解 。 例 如 在 求解 非 齐 次 方程 (或 非 齐 次 定 解 条 件 ) 的 问题 中 , 常 通过 找 一 个 
满足 方程 (或 定 解 条 件 ) 的 函数 把 它 化 为 齐 次 方程 (或 齐 次 定 解 条 件 ) 的 相应 问题 来 解决 。 

在 实际 应 用 中 ,我们 不 仅 用 有 限 个 特 解 的 琶 加 来 作出 问题 的 解 , 更 多 的 情况 是 用 无 限 个 
特 解 来 到 加 ,这 时 就 得 到 用 级 数 或 积分 表示 的 (形式 ) 解 。 自 然 在 后 一 情况 ,还 必须 证 明 这 些 
级 数 或 积分 是 收敛 的 ,而 且 的 确 是 问题 的 解答 。 这 样 ,上 面 的 全 加 原理 常 拓 广 成 下 面 的 形 
式 , 在 实际 问题 中 加 以 应 用 。 
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登 加 原理 II 设 满足 线性 方程 (或 线性 定 解 条 件 ) 
Lu = 上 请 (=1,2,…)， 


又 假设 它们 的 线性 组 合 u = > Ciu, 满足 一 定 的 条 件 中, 那么 x 满足 方程 (或 定 解 条 件 ) 


Lu = SE, 
特别 , 当 u(i=1,2,…) 满 足 齐 次 方程 (或 齐 次 定 解 条 件 ) 时 ,wx 也 满足 此 齐 次 方程 (或 齐 次 
定 解 条 件 )。 
准 加 原理 III 设 u(M ,Mo) 满 足 线性 方程 (或 线性 定 解 条 件 ) 
Lu= f(M,M,), 


其 中 M, 为 参数 。 又 假设 U(M) = |u(M, Mo) aM, 满足 一 定 的 条 件 名 ,那么 U(IM ) 满 足 
方程 (或 定 解 条 件 ) 
LU = [A(M, MdM, 


特别 , 当 v 满足 齐 次 方程 (或 齐 次 定 解 条 件 ) 时 ,U 也 满足 此 齐 次 方程 (或 齐 次 定 解 条 件 )。 

这 些 秋 加 原理 虽 是 十 分 明显 的 ,但 它们 却 是 线性 方程 许多 重要 解法 的 基础 。 例 如 , 当 用 
分 离 变 量 法 解 齐 次 方程 时 ,就 是 利用 方程 和 边界 条 件 的 齐 次 与 线性 的 性 质 ,把 解 表示 为 满足 
方程 和 边界 条 件 的 一 系列 特 解 的 全 加 ,并 使 其 和 恰好 符合 初始 条 件 。 又 如 ,在 用 齐 次 化 原理 
求 非 齐 次 方程 的 解 时 ,也 是 把 非 齐 次 方程 的 解 视 为 一 系列 在 特定 初始 条 件 下 的 齐 次 方程 的 
解 的 下 加 而 构造 得 到 的 。 在 本 书 第 二 章 中 介绍 的 健 里 叶 变 换 法 与 第 三 章 中 介绍 的 格林 函数 
法 ,也 利用 了 又 加 原理 这 一 基本 性 质 。 

我 们 指出 ,对 非 线性 方程 (或 者 是 线性 方程 具有 非 线 性 定 解 条 件 ) 的 情形 ,个 加 原理 不 成 
立 。 此 时 ,在 线性 问题 中 许多 行 之 有 效 的 方法 就 不 能 直接 使 用 ,而 必须 另外 寻求 新 的 方法 ， 
所 以 对 于 非 线性 方程 的 讨论 往往 比 线性 方程 要 困难 得 多 。 

2., 解 的 性 质 的 比较 ”前 一 段 中 说 的 是 三 类 方程 以 至 一 般 线性 方程 的 共性 ,现在 我 们 来 
指出 三 类 方程 的 一 些 差异 。 它 们 之 间 数 学 性 质 的 差异 往往 是 相应 的 物理 现象 的 本 质 差 异 在 
数学 上 的 表现 。 下 面 我 们 对 三 类 典型 方程 来 叙述 其 差别 。 对 于 一 般 的 变 系 数 方程 ,情况 要 
复杂 些 ,但 仍 成 立 类 似 的 结论 。 

(1) 解 的 光滑 性 ”在 经 典 意义 下 ,作为 一 个 二 阶 偏 微分 方程 的 解 , 要 求 有 方程 中 出 现 的 
那些 二 阶 偏 导数 ,并 且 要 求 它们 连续 。 因 而 对 经 典 解 来 说 , 它 总 是 所 考虑 区 域 中 相当 光滑 的 
函数 。 但 是 ,对 不 同类 型 的 方程 来 说 , 解 的 光滑 程度 可 以 很 不 相同 。 例 如 ,对 弦 振 动 方程 来 
说 ,从 达 朗 贝尔 公式 可 见 , 如 初始 条 件 u(0,z)= p(xr),u(0,z)=y(z) 中 的 g(x)EC， 
Jy(x)EC', 且 wp(z) 的 三 阶 导 数 不 存 在 , 则 解 的 三 阶 偏 导数 也 不 存在 。 对 高 维 波动 方程 , 利 
用 泊 松 公式 也 可 看 到 类 似 的 事实 。 对 于 热传导 方程 来 说 ,情况 就 不 一 样 , 从 热传导 方程 解 的 
表达 式 ( 见 第 二 章 (3.22) 式 ) 可 以 验证 ,只 要 初始 条 件 p(z) 是 有 界 的 , 解 (xz,i) 在 1>0 时 
就 是 无 穷 可 微 的 ;而 当 将 t 固定 时 , 解 还 是 空间 变量 的 解析 函数 。 对 于 拉 普 拉 斯 方程 ,其 解 


Q@ ”这 里 所 说 的 条 件 是 指 可 以 保证 和 式 有 意义 以 及 微分 和 求 和 运算 能 交换 的 条 件 。 
@ 这 里 所 说 的 条 件 是 指 可 以 保证 积分 式 有 意义 以 及 微分 和 求 积分 运算 能 交换 的 条 件 。 
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的 光滑 性 更 好 , 它 的 任何 连续 解 在 解 的 定义 区 域内 都 是 解析 函数 。 

可 以 从 三 类 方程 所 代表 的 物理 现象 来 解释 这 些 事 实 。 拉 普 拉 斯 方程 描写 平衡 与 稳定 的 
状态 ,表达 这 些 状态 的 解 应 该 是 非常 光滑 的 ;热传导 现象 具有 能 迅速 地 趋 于 平衡 的 特点 , 因 
而 解 也 比较 光滑 。 而 双 曲 型 方程 所 描写 的 波 的 传播 现象 , 却 并 不 如 此 。 在 波 的 传播 中 ,可 以 
将 一 定 的 弱 间 断 性 保留 下 来 (例如 存在 波 阵 面 ), 因 而 解 就 可 能 不 很 光滑 ;在 解 的 更 广泛 意义 
下 ,甚至 还 可 以 有 带 更 强 的 间断 性 的 解 。 

附带 指出 ,如 方程 有 非 齐 次 项 或 者 是 变 系数 的 时 候 , 解 的 光滑 性 质 还 要 受到 系数 与 非 齐 
次 项 的 光滑 性 的 影响 。 

(2) 解 的 极 值 性 质 ” 拉 普 拉 斯 方程 与 热传导 方程 都 存在 极 值 原理 ,但 它们 所 采取 的 形 
式 是 有 些 区 别 的 。 对 拉 普 拉 斯 方程 而 言 , 它 的 解 反映 已 处 于 稳定 状态 的 物理 量 , 因 而 当 解 不 
是 常数 时 ,在 内 部 不 能 取 极 值 ;同时 ,其 边界 的 各 个 部 分 原则 上 没有 什么 本 质 上 的 区 别 , 因 而 
极 值 可 能 在 边界 上 任 一 处 达到 。 至 于 热传导 方程 ,由 于 热量 的 传播 速度 很 快 ,所 以 初始 时 如 
内 部 有 极 值 ,那么 在 上 >0 时 内 部 极 值 就 迅速 消失 ,因而 区 域内 部 的 最 大 值 不 能 超过 区 域 初 
始 时 刻 及 侧面 边界 上 的 最 大 值 。 双 曲 型 方程 通常 就 没有 这 样 的 性 质 ,这 是 因为 波 的 传播 可 
以 互相 登 加 ,扰动 增 大 的 现象 往往 会 在 释 加 时 出 现 。 

(3) 影响 区 域 与 依赖 区 域 ”从 影响 区 域 和 依赖 区 域 来 看 ,三 类 方程 也 有 很 大 的 区 别 。 
对 波动 方程 而 言 ,一 点 的 影响 区 域 为 以 该 点 为 顶点 向 上 作出 的 特征 锥 内 部 (在 三 维 时 为 锥 的 
表面 ) ,决定 特征 锥 斜 度 的 a 就 是 波 的 传播 速度 ;一 点 的 依赖 区 域 就 是 以 该 点 为 顶点 向 下 作 
出 的 特征 锥 与 平面 上 =0 所 交 的 圆 (或 球面 )。 对 热传导 方程 而 言 ,一 点 的 影响 区 域 是 该 点 以 
上 的 整个 上 半 和 平面 ,因为 只 要 经 过 一 瞬时 ,在 极 远 处 就 会 受到 该 点 扰动 的 影响 ,扰动 传播 的 
速度 似乎 是 无 限 的 ;而 一 点 的 依赖 区 间 就 是 整个 直线 1 =0。 

现在 考察 拉 普 拉 斯 方程 , 它 是 定常 型 的 ,因而 没有 传播 速度 ,但 我 们 可 以 考虑 这 样 的 问 
题 :在 边界 曲面 全 的 部 分 曲面 上 给 出 不 等 于 零 的 边界 值 ,而 在 其 余部 分 厂 - 上 假定 
解 为 零 ,此 时 相应 边 值 问题 的 解 u(x ,y,z) 是 否 只 是 在 区 域 49 的 一 部 分 区 域 O， 上 取 不 等 
于 零 的 值 ,而 在 其 余部 分 0 - 2,， 上 恒 为 零 ” 如 果 这 样 , 那 么 这 部 分 区 域 2， 就 可 以 称 为 曲 
面 ,的 影响 区 域 。 回 答 是 否定 的 ,因为 根据 调和 函数 的 解析 性 定理 ,如 果 v 在 一 很 小 区 域 
上 人 恒 等 于 零 , 则 它 必 在 整个 区 域 上 恒 等 于 零 , 从 而 在 TT 上 也 只 能 取 等 于 零 的 边界 值 。 因 此 
在 曲面 忆 上 任意 小 的 部 分 忆 , 给 出 边界 值 , 它 的 影响 区 域 必 是 全 部 区 域 D 。 附 带 指出 ,由 于 
解析 性 定理 对 于 很 广泛 的 一 类 椭圆 型 方程 成 立 ,因而 这 事实 也 可 以 推广 到 这 类 方程 。 

上 面 的 讨论 也 可 由 这 些 方程 所 反映 的 物理 现象 来 说 明 。 波 动 方程 所 反映 的 波 传播 现象 
具有 一 定 的 传播 速度 ,因而 一 点 的 初始 条 件 的 影响 范围 是 一 圆锥 体 ,一 点 的 依赖 区 域 也 是 图 
锥 体 。 由 于 热传导 的 现象 是 进行 得 十 分 迅速 的 ,因而 在 方程 中 就 近似 地 反映 为 无 穷 的 传播 
速度 ,并 表现 成 热传导 方程 的 影响 区 域 为 无 限 的 。 至 于 拉 普 拉 斯 方程 , 它 表示 定常 状态 ,或 
平衡 状态 ,这 时 不 必 考 虑 时 间 的 因素 ,因而 不 产生 影响 的 传播 速度 问题 。 

(4) 关于 时 间 的 反 演 对 时 间 的 反 演 问题 的 物理 意义 ,是 考察 相应 物理 状态 的 变化 过 
程 是 否 是 可 逆 的 。 

一 个 物理 状态 ,其 变化 过 程 为 可 逆 的 是 指 : 设 在 某 些 外 界 条 件 下 按 某 种 规律 变化 的 一 物 
理 状态 ,在 时 刻 * 时 处 于 状态 A ,到 时 刻 :, 时 变 为 状态 B; 如 果 在 六 时 刻 的 状态 B 可 以 沿 
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着 相反 的 变化 过 程 回复 到 原来 的 状态 A ,而 使 外 界 条 件 不 发 生 其 他 的 变化 ,那么 我 们 就 说 
这 物理 状态 的 变化 过 程 是 可 逆 的 ,否则 ,我 们 就 说 这 物理 状态 的 变化 过 程 是 不 可 逆 的 。 
一 物理 状态 的 变化 过 程 是 否 可 逆 在 数学 上 反映 为 所 归结 出 来 的 方程 关于 时 间 变 量 1 是 
否 是 对 称 的 , 即 以 -上 代替 + 后 方程 是 否 不 变 。 
在 拉 普 拉 斯 方程 中 不 出 现时 间 变 量 ,因而 不 会 产生 关于 时 间 的 反 演 问题 。 
波 的 传播 是 一 个 可 逆 过 程 。 事 实 上 , 设 以 wx(z,z) 表 示 描 写 波 的 传播 过 程 , 它 满 足 方 程 
du 29°u 
Be ga 
在 时 刻 :=0, 其 物理 状态 为 u(x,0); 而 在 时 刻 := zt 时 ,其 物理 状态 为 w(x ,to)。 如 采 要 
考察 从 1 时 的 状态 u(x,to) 沿 原来 变化 过 程 的 逆向 过 程 能 否 回 复 到 1=0 时 的 状态 
u(x,0), 只 要 在 t 生 to。 时 求解 下 面 的 定 解 问题 . 
du 20°u 
91 ”3z2 


ul = u(xz,to), (3.2) 


De 


并 看 它 在 0 委 : 委 如 时 的 状态 是 否 与 原来 的 状态 u(xz,t) 相 符合 就 行 了 。 作 变换 1 = t。 一， 
上 面 的 问题 就 化 为 在 1 宇 0 时 求解 


ea Cn (3.3) 


容易 看 出 ,这 个 问题 的 解 就 是 
(RE V(r (Ls (3.4) 
因此 , 波 的 传播 状态 从 1 =0(t = 4) 变化 到 = zo(t=0) 的 过 程 x(x,t ) 相 当 于 wu (x,t) 
从 :=z 变化 到 :=0 的 过 程 , 即 (xz,t ) 是 u(xz ,i) 的 逆 变 化 过 程 。 
对 于 热传导 方程 ,情况 就 不 一 样 。 如 以 u(xz ,i) 表 示 描 写 热传导 过 程 的 函数 , 它 满足 热 
传导 方程 


那么 (x ,1 )= u(x,to 一直 ) 所 满足 的 方程 为 
jt+ a” 3 =0， 
与 原来 的 热传导 方程 不 同 。 与 此 相应 的 是 对 热传导 方程 在 区 域 :<0 内 求解 柯 西 问题 通常 
是 不 适 定 的 。 在 物理 学 中 这 是 明显 的 ,因为 热传导 方程 所 描述 的 物理 现象 如 传导 、 扩 散 等 都 
是 由 高 到 低 、 由 密 到 稀 的 单 向 变化 ,这 种 变化 过 程 是 不 可 逆 的 。 
(5) 解 的 渐 近 性 态 ”波动 方程 和 热传导 方程 都 含有 时 间 变 量 +t。 但 是 ,在 没有 外 力 和 阻 
尼 的 情形 下 ,波动 方程 描述 的 是 一 个 能 量 守恒 的 保守 系统 ( 见 第 一 章 ) ,而 热传导 方程 描述 的 
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是 热 的 传导 或 物质 的 扩散 这 样 的 耗 散 过 程 。 源 于 如 此 不 同 的 物理 背景 ,当时 间 变 量 : 趋 于 
无 穷 时 , 解 的 渐 近 性 态 也 有 很 大 的 不 同 。 如 在 第 一 章 所 述 ,对 在 有 界 区 间 [0,!] 上 具 齐 次 第 
一 类 或 第 二 类 边界 条 件 的 波动 方程 的 初 边 值 问题 ,其 能 量 函 数 是 守恒 的 , 且 从 解 的 表达 式 


(3.15) 也 可 见 到 , 解 表示 为 含有 sin “72 及 cos “41 的 三 角 级 数 , 故 解 并 不 衰减 。 而 热传导 


方程 的 初 边 值 问题 的 解 ,如 在 第 二 章 所 见 ,是 以 指数 衰减 的 方法 趋 于 它 的 平衡 态 的 。 另 一 方 
面 , 从 第 一 及 第 二 章 的 结果 可 以 看 到 ,无 论 是 波动 方程 还 是 热传导 方程 ,在 解 的 渐 近 性 态 方 
面 来 说 , 初 边 值 问题 的 解 与 初 值 问题 的 解 ,也 有 很 大 的 不 同 。 例 如 ,对 波动 方程 来 说 ,其 具 齐 
次 第 一 类 或 第 二 类 边界 条 件 的 初 边 值 问题 的 解 并 不 衰减 ,但 是 ,对 初 值 问题 而 言 ,在 三 维 空 
间 变 量 时 ,当初 值 是 紧 支 集 时 , 当 1 一 + co 时 , 解 以 1 !' 的 衰减 率 趋 于 零 。 一 般 地 ,可 以 证 明 ， 
在 ”个 空间 变量 的 情形 , 解 及 其 偏 导数 会 以 : “的 衰减 率 趋 于 零 , 即 衰减 率 是 和 空间 变量 
的 维 数 n 有 关 的 。 对 热传导 方程 来 说 , 初 值 问 题 和 初 边 值 问题 之 间 的 差别 也 很 明显 。 对 热 
传导 方程 具 齐 次 第 一 类 或 第 二 类 边界 条 件 的 初 边 值 问题 ,其 解 总 以 指数 训 减 率 趋 于 它 的 平 


衡 态 ,而 对 初 值 问题 而 言 , 解 则 以 :-7 衰减 率 趋 于 零 , 其 中 ”是 空间 变量 的 维 数 。 这 些 性 
质 , 对 相应 的 非 线 性 方程 的 研究 是 非常 有 用 的 。 

3. 定 解 问题 提 法 的 比较 ”由 于 三 类 方程 所 反映 的 物理 现象 有 很 大 的 差别 ,所 以 它们 可 
能 遇 到 的 定 解 问题 也 有 很 大 的 差别 。 例 如 对 椭圆 型 方程 (以 拉 普 拉 斯 方程 为 代表 ) 而 言 , 它 
反映 了 一 些 属于 稳定 ,平衡 状态 的 物理 量 的 分 布 状况 ,因此 在 其 定 解 问题 中 ,只 有 边界 条 件 
而 没有 初始 条 件 , 故 一 般 不 提 柯 西 问题 与 初 边 值 问题 。 对 双 曲 型 方程 (以 弦 振 动 方 程 为 代 
表 ) 与 抛物 型 方程 (以 热传导 方程 为 代表 ) ,虽然 都 可 以 提 柯 西 问 题 与 初 边 值 问 题 ,但 它们 所 
需要 的 初始 条 件 个 数 也 不 相同 ,对 抛物 型 方程 的 柯 西 问 题 和 初 边 值 问题 ,其 初始 条 件 只 需 给 
一 个 ,而 对 双 曲 型 方程 来 说 , 却 需 要 两 个 初始 条 件 。 

如 果 我 们 将 弦 振 动 方程 一 个 空间 变量 的 热传导 方程 以 及 两 个 自 变 量 的 拉 普 拉 斯 方程 
分 别 写成 下 列 形式 


> + 3 S70 (3.5) 
在 xOy 平面 的 区 域 0 二 x 二 a ,0 委 y> 委 上 考虑 这 些 方程 的 定 解 问题 ,前 面 研 究 过 的 一 些 定 
解 问题 中 的 定 解 条 件 的 提 法 可 以 用 图 4.1 表示 。 

很 自然 会 想到 这 样 的 问题 ,是否 可 以 对 拉 普 拉 斯 方程 提出 柯 西 问 题 和 初 边 值 问题 ,对 弦 
振动 方程 与 热传导 方程 提出 狄 利 克 雷 问题 呢 ? 我 们 希望 从 数学 理论 上 对 这 个 问题 给 以 分 析 
和 回答 。 但 要 一 般 地 说 明 对 各 种 方程 可 以 提出 怎样 的 定 解 条 件 并 不 是 一 件 容 易 的 事情 , 它 
是 一 个 专门 研究 的 课题 。 下 面 我 们 仅 举 例 说 明 有 些 定 解 问题 不 满足 适 定性 的 要 求 , 从 而 这 
些 定 解 问题 的 提 法 是 不 完善 的 。 

我 们 回忆 一 下 第 一 章 $ 1 中 提 到 的 适 定性 概念 , 它 包 含 解 的 存在 性 .唯一 性 和 稳定 性 三 
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习 振 功 方 程 热传导 方程 拉 普 拉 斯 方程 


图 4.1 


方面 的 内 容 。 存 在 性 是 指 所 讨论 的 定 解 问题 至 少 有 一 个 解 ; 唯 一 性 是 指 这 个 问题 的 解 最 多 
只 有 一 个 ;而 稳定 性 是 指出 现在 定 解 条 件 中 的 资料 变化 很 小 时 ,问题 的 解 也 变化 很 小 。 关 于 
稳定 性 ,我 们 在 下 面 再 作 一 些 具 体 的 说 明 。 

设 出 现在 定 解 条 件 中 的 资料 为 pg (i=1,…,NN), 它 可 能 为 一 个 函数 (例如 热传导 方程 
柯 西 问题 中 的 初始 条 件 ) ,也 可 能 为 几 个 函数 (例如 弦 振 动 方程 柯 西 问题 中 的 初始 条 件 或 在 
初 边 值 问题 的 情形 再 加 上 一 些 边界 条 件 ) ,我 们 将 其 看 成 某 个 函数 空间 @ 中 的 元 素 , 问 题 的 
解 u 也 可 看 成 男 一 函数 空间 U 中 的 元 素 。 设 函数 空间 @ 及 U 都 可 按 某 种 方式 规定 一 个 距 
离 ,而 形成 一 个 距离 空间 。 那 么 ,稳定 性 的 要 求 就 可 以 表示 为 : 当 @ 中 元 素 ,9: 的 距离 
o( pi,92) 充 分 小 时 ,相应 的 解 ui ,xz 在 U 中 的 距离 o( xi ,xz ) 也 充分 小 。 通 常 取 作为 盟 数 
空间 的 可 以 有 连续 函数 空间 C" , 函数 本 身 及 其 所 有 直至 & 阶 偏 导数 均 为 连续 的 函数 空间 
C* ,函数 本 身 及 其 所 有 直至 & 阶 偏 导数 为 平方 可 积 的 函数 空间 下 ,等 等 。 这 些 空间 中 函数 
91 与 g; 的 距离 分 别 为 

max |9! 一 pz|， max ID'vw, - Dep:|， 


112 
[| 3 ,pw - DygzizdO | ， 


它们 将 相应 于 不 同意 义 下 的 稳定 性 。 例 如 ,在 第 一 章 $6 说 明 波 动 方程 柯 西 问 题 的 
解 的 稳定 性 时 , 取 @ 中 距离 为 |1po -oa + 站 页 一 网 下 ao， 而 取 喜 中 距离 为 
| wu, 一 us 24x,。 又 在 第 二 章 及 第 三 章 讨论 热 传导 方程 柯 西 问 题 、 初 边 值 问题 的 解 的 稳定 
性 以 及 拉 普 拉 斯 方程 狄 利 克 雷 问题 的 解 的 稳定 性 时 ,@ 、U 的 距离 均 按 连续 模 来 度量 。 

下 面 我 们 举 一 个 不 稳定 的 定 解 问题 的 例子 。 将 y 看 成 时 间 变 量 ,考察 拉 普 拉 斯 方程 的 
初 边 值 问题 : 


人 0<r<x,y~>0, (3.6) 
u 1,-o=0 
Fe 1 = sin nx (n 及 上 均 为 正 整 数 )， (3.7) 
请 | 由 全: 
用 分 离 变量 法 可 得 这 个 问题 的 解 为 


1 . 
u, (zy)= 一 上 TSin nr sh ny. 
n 
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可 以 证 明 此 定 解 问题 的 解 是 唯一 的 。 但 容易 看 出 这 样 的 定 解 问题 的 解 却 并 不 是 稳定 的 , 因 


为 把 这 定 解 问题 的 解 和 方程 (3.6) 满 足 齐 次 的 初始 条 件 与 边界 条 件 


7 RE 7 (3.8) 


的 解 uo(x,y) 三 0 相 比 较 , 虽 然 它们 满足 同样 的 边界 条 件 , 而 当 ”一 c2 时 ,x, 所 满足 的 初始 
条 件 本 身 以 及 它 的 直到 一 1 阶 导数 都 一 致 地 趋 于 u。 所 满足 的 齐 次 初始 条 件 , 但 所 对 应 的 
解 


1 . 
u, (X,Yy)= ErTSIN nx sh ny 
n 


不 仅 不 一 致 地 趋 于 零 ,而 且 对 于 任意 固定 的 一 点 (x,y),y>0, 它 和 wu。 三 0 的 差 的 振幅 却 趋 
于 无 穷 ;不 仅 如 此 ,它们 差 的 平方 的 积分 


i i 
| es (srsin nz sh ny | dzxdy = sz (sh 2ny — 2ny) 


当 ”一 co 时 也 是 趋 于 无 穷 的 。 这 就 是 著名 的 阿达 马 (Hadamard) 的 例子 。 它 说 明 拉 普 拉 斯 
方程 的 初 边 值 问题 尽管 解 可 能 存在 并 且 唯 一 ,但 并 不 是 稳定 的 。 类 似 的 例子 可 以 说 明 拉 普 


拉 斯 方程 柯 西 问题 的 不 稳定 性 。 
再 考察 弦 振 动 方程 的 犹 利克 雷 问 题 。 为 此 ,将 这 个 方程 写成 
9 
5657 (3.9) 


的 形式 ,并 在 由 £&= a,n= 6,é 轴 和 ; 轴 围 成 的 矩形 区 域 上 求解 狄 利克 雷 问题 (图 4.2), 所 
给 的 边界 条 件 是 

u(é€,0) = fi(€) (0<é€<<a), 

u(0,7) = f.(7) (0< 7 2), 

ul(é€,06) = fi(£€) (0<éE<<a), 

ul(a,n7) = TI) (0 7 6). 


(3.10) 


》 


图 4.2 图 4.3 


为 使 边界 条 件 连 续 ,我 们 还 需 有 
f1(0)= £60), fila)=f(0), f3(0)=f(6), fs(a)= f(b) 
等 相 容 性 条 件 。 由 于 方程 (3.9) 的 通 解 为 
u=f(£)+g(7), 
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-人 一 


由 (3.10) 中 的 前 面 两 条 件 已 能 完全 决定 解 的 表达 式 为 
0 

所 以 ,必须 成 立 

fi(€)=f1(€)+ f.(6)— f.(0), 

fi(n)= fi(a)+f,(7)- £1(0), 
否则 所 提 的 定 解 问题 就 不 会 有 解 。 因而 我 们 一 般 不 能 提出 弦 振 动 方程 的 狄 利克 雷 问 题 。 

同样 ,对 热传导 方程 ,由 以 前 所 证 明 的 唯一 性 定理 知道 ,在 矩形 区 域 OABC( 图 4.3) 上 ， 

狄 利克 雷 问 题 一 般 是 没有 解 的 。 

从 上 面 的 讨论 可 知 ,三 种 不 同类 型 方程 定 解 问题 提 法 ,确实 有 显著 的 差异 ,在 前 三 章 的 
讨论 中 ,对 这 些 方 程 提出 不 同 定 解 问题 进行 研究 是 有 理由 的 。 这 些 问 题 的 物理 意义 清楚 , 数 
学 提 法 合理 ,从 而 也 研究 得 最 成 熟 。 然而 . 随 着 科学 工程 技术 以 及 数学 理论 的 日 益 发 展 , 所 
研究 的 数学 物理 方程 及 其 定 解 问题 的 类 型 越 来 越 多 ,范围 越 来 越 广 , 甚 至 对 一 些 看 来 不 甚 合 
理 的 定 解 问题 (例如 不 满足 某 些 适 定性 要 求 的 问题 ) 也 会 在 特定 条 件 下 需要 进行 研究 。 但 
是 .了 解 三 种 不 同类 型 方程 的 主要 定 解 问题 在 提 法 上 的 基本 差别 仍然 是 十 分 重要 的 。 


习 题 
1 . 试 回顾 以 前 学 过 的 求解 偏 微分 方程 定 解 问题 的 各 种 方法 ,并 指出 合 加 原理 在 哪里 被 用 到 。 
2. 证 明 热 传导 方程 


2 
9u 290°u 


8 
的 初 边 值 问题 
u(0,t)= u(l,t)=0, 
u(x,0)= p(x) 


的 解 关于 自 变量 x(0<x</1) 和 1(t>0) 可 进行 任意 次 微分 。 

3. 举例 说 明 弦 振动 方程 不 成 立 极 值 原理 。 

4 若 曲线 S 将 区 域 0 分 成 0 与 0; 两 部 分 ,函数 u(x,y) 在 0 ,0， 中 分 别 二 次 连续 可 微 , 且 满 足 拉 
普 拉 斯 方程 Au =0, 又 zx 在 S 上 一 阶 偏 导数 连续 , 试 证 明 函 数 w(x,y) 在 5S 上 也 具有 二 阶 连 续 偏 导数 , 且 
在 Q 中 满足 方程 Au =0。 
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在 各 类 数学 物理 方程 或 更 一 般 的 偏 微 分 方程 理论 研究 中 一 个 常用 的 方法 是 先 验 信 计 。 
它 的 基本 点 是 在 所 讨论 的 定 解 问题 有 解 存在 的 先 验 假定 下 ,导出 解 所 应 当 满 足 的 估计 ,其 中 
常用 的 估计 有 最 大 模 估计 、 均 方 模 估 计 等 等 。 先 验 估计 本 身 就 可 能 直接 提供 关于 解 的 有 界 
性 渐 近 性 等 方面 的 信息 , 且 一 般 可 以 很 快 地 得 到 相应 定 解 问题 解 的 唯一 性 和 稳定 性 。 此 
外 ,结合 它 一 些 分 析 方 法 ,还 常常 可 以 利用 先 验 估计 推出 所 考察 的 定 解 问题 解 的 存在 性 。 
因此 , 先 验 估计 法 在 偏 微分 方程 的 研究 中 被 广泛 地 采用 。 本 书 第 一 章 中 导出 的 波动 方程 的 
能 量 不 等 式 与 第 二 章 中 对 热传导 方程 初 边 值 问 题解 的 最 大 模 估计 都 属于 先 验 估计 的 范畴 。 
本 节 中 将 对 此 作 进 一 步 的 讨论 。 
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1. 椭 四 型 方程 解 的 最 大 模 佑 计 “ 设 0 为 R' 中 具有 光滑 边界 下 的 有 界 区 域 ,A= 》) 汪 
为 其 上 的 拉 普 拉 斯 算 子 , 讨 论 9 上 调和 方程 狄 利克 雷 问 是 


Au = f(z), 

人 0 (4.1) 
的 解 的 最 大 值 估计 。 在 此 我 们 已 用 xz 简 记 R" 中 的 点 , 即 z= (zi,…,x,)。 我 们 先 证 明 以 
下 的 极 值 原理 。 

定理 4.1 设 xEC 2)ncC2) 在 2 中 满足 
Au 之 0， (二 2 

则 成 立 

maxu = maxu (4.3) 


证 若 (4.2) 为 严格 的 不 等 式 , 则 容易 得 到 (4.3) 式 。 事 实 上 ,车 在 Q 内 部 某 点 P 取 
极 大 值 , 则 对 一 切 ; 都 有 2 各 (P)<<0, 从 而 Au >0 不 可 能 成 立 。 


再 考虑 (4.2) 为 非 严 格 不 等 式 的 情形 。 对 于 任意 给 定 的 e>0, 令 w= w+ ee", 则 
Aw = Aut+ ee! >0, 
于 是 w 的 最 大 值 只 能 在 边界 上 达到 ,从 而 有 
max u(x)<maxwlz) = maxw( zr)<maxulz) 十 上 maxe ， 

再 令 es 一 0, 即 得 (4.3) 式 。 

注 4.1 与 第 三 章 中 证 明 调 和 方程 的 解 所 满足 的 极 值 原 理 相 比 ,不 等 式 (4.2) 比 相应 的 
等 式 条 件 放宽 了 ,而且 上 述 的 证 明 方 法 也 适用 于 讨论 一 般 二 阶 线性 椭圆 型 方程 的 情形 。 但 
所 得 到 的 结论 为 “最 大 值 必 在 边界 上 取 到 ”, 它 比 “ 除 恒 等 于 常数 外 ,最 大 值 不 能 在 内 部 达到 ” 
的 结论 稍 弱 , 故 定理 4.1 也 称 为 弱 极 值 原理 。 

利用 定理 4.1 可 以 得 到 问题 (4.1) 的 解 的 最 大 模 估 计 。 

定理 4.2 设 xEC (QQ)NC(Q) 是 问题 (4.1) 的 解 , 则 成 立 

max lu |S ®+ CF, (4.4) 
其 中 =maxl g(x)l,F=sup| f(z)|, 而 C 是 只 依赖 于 与 0 的 正常 数 。 
证 不 妨 设 2 位 于 带 形 区 域 0< x, <a 中 , 作 辅 助 函 数 


v(xz)= B+(e” - e”')F, (4.5) 
其 中 a >1。 于 是 ,在 2 中 有 
A(u -zh) = 和 +a en 开 之 0， (4.6) 
而 在 边界 卫 上 
uw— v0. (4.7) 


故 由 定理 4.1 知 一 v 二 0 在 Q 内 部 也 成 立 。 取 C=e” 一 1, 即 得 
maxu B+ CF. 
同 理 可 得 max( - u) 也 被 同样 的 上 界 所 控制 。 这 就 证 明了 (4.4) 式 。 
2. 热传导 方程 解 的 最 大 模 估 计 设 0 为 R" 中 具有 光滑 边界 卫 的 有 界 区 域 , 讨 论 热 传 
导 方 程 在 区 域 Qy = 0 x (0, 丁 ) 上 的 初 边 值 问题 
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u, — a’Au = f(x,t), 
PA 辐 全 人 作 省 (4.8) 
zlrxtoT) = g(x,t), 
可 以 建立 以 下 的 最 大 模 估计 。 
定理 4.3 设 u(x,1)EC*(Qr) 几 C(Q7) 是 问题 (4.8) 的 解 , 则 
max | zx | 三 FT+B, (4.9) 


于 


其 中 
F=sup|f| 9 
QT 


B= 
max | max| 9|, max_lg|| 


证 半 先 利用 证 明 第 二 章 定理 4 1 相同 的 方法 可 以 证 明 推 广 的 极 值 原理 :其 (yt) 
ECcCQr)nco(CQr), 且 在 Qr 中 满足 


w,— a Aw 0,， (4.10) 
则 zw (x ,t) 的 极 大 值 必 在 Qr 的 抛物 边界 25.1:1:=0,x7EQIUirE ,0 志 : 志 Tl 上 达到 。 
令 
人 (4.11) 
易 见 在 Qr 中 


w,— a’ Aw= f/f- F<0. 
此 外 ,根据 B 的 选取 可 知 w(x,i) 在 抛物 边界 Zr 上 非 正 ,所 以 由 推广 的 极 值 原理 知 
w(z,t) 在 Qr 中 非 正 ,从 而 

0 t) 夺 FT+B. 


同 理 ， max( -) 也 被 同样 的 上 界 所 控制 。 故 得 (4.9) 式 。 


由于 波动 方程 没有 极 值 原理 ， 对 于 波动 方程 的 解 , 较 少 用 最 大 模 估计 来 研究 解 的 性 质 ， 
而 更 多 的 是 利用 反映 波动 方程 特性 的 均 方 模 估计 (或 称 能 量 模 佑 计 )。 

3. 双 曲 型 方程 解 的 能 量 估计 现在 考察 双 曲 型 方程 初 边 值 问 题 的 解 的 能 量 估 计 。 对 
于 波动 方程 的 情形 ,已 在 第 一 章 $6 中 进行 了 讨论 ,以 下 讨论 一 一 般 形 式 的 二 阶 线性 双 曲 型 方 
程 的 情形 。 

仍 设 0 为 R" 中 的 有 界 区 域 , 且 具 光滑 边界 卫 , 在 区 域 Q; =0Qx(0,T) 中 考察 二 阶 双 


机 (元 1) 3 


+ Pb, ) jE + bolz, 1) SE + elz, A 


(4512) 
在 此 ,我 们 作 如 下 的 假设 : 
(iD 系数 a, ,5, ,bo，c 及 右 端 项 f 都 是 Qr 上 的 连续 范 数 ,而 且 a ,在 Qr 上 还 具有 一 阶 连 
续 偏 导数 。 
(ii 对 一 切 i,j==1,…,n ,成 并 ai = Qi , 且 存 在 正常 数 a >0, 使 得 对 一 切 (x,t)E€ Qr 
及 任意 给 定 的 实 向 量 (&,,… ,$,) ,成立 | 
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pe (ye > (4.13) 

现 给 定 如 下 的 初始 条 件 及 边界 条 件 ， 
证 人 u = 9(x), = (2), 友人 (4.14) 
u ls = 0， (4.15) 


其 中 B51 = 下 x(0,T) 为 区 域 Q7 的 侧 边 界 。(4.12),(4.14) 及 (4.15) 构 成 了 双 曲 型 方程 的 
初 边 值 问题 。 对 于 这 个 初 边 值 问题 的 解 u(x,t), 引 入 能 量 函 数 


E(t) = z| (2 十 2 a us )dzr， (4.16) 
i,}=1 


则 成 立 以 下 的 能 量 估 计 式 。 
定理 4.4 若 x(z,i) 为 初 边 值 问题 (4.12),(4.14) 及 (4.1$) 的 解 ,能 量 范 数 (1) 按 
(4.16) 定 义 , 则 成 立 能 量 估计 式 


E(1) < E(0)e" + Ceo| | fF azrdt, Ve (4.17) 
其 中 C 为 一 个 不 依赖 于 的 正常 数 。 
证 ”如同 波动 方程 情形 一 样 , 仍 以 < 乘 以 (4.12) 式 ,并 在 2 上 关于 x 积分 ,就 得 到 对 
任何 :(0 过 :过 工 ) 成 立 
| a p30 bs 人 | ufaz. (4.18) 
(4.18) 式 左 端的 第 一 项 可 以 写 为 所 7 widx ;对 其 第 二 项 利用 格林 公式 进行 分 部 积分 ,并 注 
意 到 边界 条 件 (4.15)( 它 隐 含 着 (u， i =0) ,边界 积 分 项 为 零 ,于 是 第 二 项 可 以 写 为 


1 1 ld -| 1 -ad | tr zd +| 2 mids 
J > Qu dx se a, ) AT ,之 Ze Qu dx 2 u (av ) ,ur 
be i 又 可 写 为 
HN 1 
3 waousdr = 中 于 | 六 a us dr - a 卫 汉 1 (a, as dx, 
从 而 (4.18) 式 可 以 写 为 
2 
dt 五 | 十 之 ， Cs ) dr 下 ,> u,(a, ) ,us dx 


和 | > UL (ai ) ,ze dx +| (zi >, bu, 十 bo 7 市 cuu, )} dx 一 | u, fdr,， (4.19) 
Qi,y=1 7 l 人 Re ! n 


并 简 记 为 
和 | plu,u,,u,) dr + | wfdz, (4.20) 


其 右 端 第 一 项 表示 将 (4.19) 的 右 端 除 字 - 


数 可 微 性 假设 (i) ,有 


识 分 项 移 到 右 端的 结果 。 由 关于 系 
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[puru)dr |< a }dr,， (4.21) 
0) n | 1 


其 中 Ga 为 一 个 与 u 无 关 的 正常 数 。 
为 了 估计 wu 在 Q 上 的 积分 ,我 们 先 证 明 如 下 的 事实 。 
引 理 4.1 设 x=zx(z) 在 有 界 区域 0CR” 上 连续 可 微 , 且 在 边界 了 上 为 零 , 则 成 立 如 
下 的 弗 里 德里 克 斯 (Friedrichs) 不 等 式 : 
| eaz 去 0 3 u'r dx， (4.22) 
其 中 C。 是 一 个 与 无 关 的 正常 数 。 
证 不 妨 就 n=2 的 情形 证 明 此 不 等 式 , 并 不 妨 设 0 在 第 一 象限 内 , 则 由 Q 的 有 界 性 
可 作 和 拖 形 
0 =10 委 zi 委 a,a 委 z 委 0 虽 闻 0， 
并 在 0, \ 0 上 定义 夺 0. 
对 于 任意 给 定 的 一 点 (Zz ,FE )E 0Q1, 成 立 
u (zl $2 = | Mi (Ci ,元 2 ) dx 》 
于 是 利用 施 瓦 茨 (Schwarz) 不 等 式 ,得 
u (Zz ,xz,) 委 | us Re | 2 (Ss 
将 上 式 两 端 在 0 上 对 (z, ,去 , ) 积 分 ,得 


| Wai < | 1 dridri < a| 
Nn | Nn 


1 0 1 


(zx 十 xz ) dzidzr) 
由 于 在 2 外 4 圭 0, 故 取 Cu = < ,就 有 

| u dridr,; < Gl (wu + uu )dridr,, 

n n 1 2 


这 就 是 (4.22) 式 , 引 理 证 毕 。 
利用 (4.22) ,由 (4.21) 即 有 


pCa) dz|< c| (a + Du ) dr, (4.23) 
其 中 C, 为 一 个 与 x 无 关 的 正常 数 。 再 注意 到 
| ufadx < z| (2 和 (4.24) 
由 (4.20) 并 注意 到 (4.13) ,就 得 到 能 量 函 数 E(1) 满 足 
SCE + | fdz), (4.25) 


其 中 C 也 是 一 个 与 无 关 的 正常 数 。 如 同 第 一 章 §5 讨论 波动 方程 的 情形 一 样 ,在 (4.25) 
两 边 乘 以 e “再 对 上 积分 , 即 可 得 


E(1) < 二 开 (0)e” + ce| | fdrdt. 
定理 证 毕 。 
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己 波 动 方程 的 情形 相仿 ,利用 能 量 估计 式 (4.17) 即 可 得 到 初 边 值 问题 (4.12),(4.14) 及 
(4.15) 的 解 的 唯一 性 以 及 在 均 方 模 意 义 下 解 关于 初始 资料 及 右 端 项 的 稳定 性 。 
4. 抛物 型 方程 解 的 能 量 估计 在 Qi = 0x(0,T) 上 考察 下 列 的 二 阶 抛物 型 方程 
u, — p22 (x,t) uu, 志和 > (这 tu (人 (4.26) 
其 中 对 于 系数 及 右 端 项 仍 假设 上 一 段 中 的 (i)、 (让 ) 成 立 。 由 本 章 §1 的 定义 ,方程 (4.26) 是 
在 Qr 中 的 抛物 型 方程 。 现 给 出 如 下 的 初始 条 件 及 边界 条 件 : 
t = 0. u= op(r), rE N, (4.27) 
u ls = 0. (4.28) 
定理 4.5 若 u(x,t) 为 初 边 值 问题 (4.26) 一 (4.28) 的 解 ， E(t)=| u dx , 则 成 立 
能 量 估计 式 
E(1) < E(0)e + | | Pa. Oe pe (4.29) 
其 中 C 为 一 个 不 依赖 于 zx 的 正常 数 。 
证 ”对 于 方程 (4.26) 的 解 所 定义 的 能 量 函 数 E(t)=| u dx 在 物理 上 对 应 于 系统 


的 “内 能 ”, 它 与 双 曲 型 方程 情形 下 能 量 函 数 为 动能 与 位 能 (总 能 量 ) 之 和 的 意义 是 不 同 的 。 
为 导出 能 量 估计 式 (4.29) ,对 方程 (4.26) 的 两 端 乘 以 ,然后 在 Q 上 关于 ， 积分 ,得 到 
| ul 一 Qitar + > ou + cuUj)CZ = | ufaz. (4.30) 

上 式 左 端 的 第 一 项 可 写 为 

dll 2 

7 | u dz | 
对 其 第 二 项 关于 x+ 利用 格林 公式 进行 分 部 积分 ,注意 到 由 于 边界 条 件 (4.28) ,分 部 积分 中 
出 现 的 边界 积分 项 为 零 ,于 是 第 二 项 可 写 为 

| 9 Qu ur dx + | > 《av ), uu, dX. 

将 上 式 中 的 第 二 项 ,连同 (4.30) 左 端的 第 三 .第 四 项 移 到 (4.30) 等 式 右边 ,并 将 其 和 记 为 


| Q(u,u,)dr, 
则 由 关于 系数 的 可 微 性 假设 (i) 可 得 ,对 一 切 0 过 :过 荆 成 立 
Qu) dr|< cr| (Dia ls Nh ds (4.31) 
其 中 Cr 为 一 个 依赖 于 工 的 正常 数 ,但 与 x 无 关 。 对 任意 给 定 的 。>0, 有 
> | z | ul dz < DD) lu raz + wd (4.32) 


取 。= 丰 ,由 (4.31) 就 可 得 


Ql) dr|< 2 [uy 人 了 u dr, (4.33) 
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2 


)+。 将 (4.33) 式 代入 (4.30), 容 易 得 到 


,| ete | > a (4.34) 
人 


| ,Dear > | 2 [uy |*dx, (4.35) 
就 可 得 到 
CE(D+| Rs (4.36) 


其 中 C,=2C,+1。 与 双 曲 型 方程 能 量 不 等 式 的 推导 相仿 ,可 由 (4.36) 推 得 (4.29) 式 。 证 
毕 。 

由 定理 4.5 可 以 立刻 推出 抛物 型 方程 初 边 值 问 题 (4.26) 一 (4.28) 的 解 的 唯一 性 ,以 及 
在 均 方 模 意 义 下 解 关 于 初始 资料 与 右 端 项 的 稳定 性 。 

5. 椭圆 型 方程 解 的 能 量 估 计 能 量 估计 方法 也 可 以 用 于 讨论 椭圆 型 方程 的 边 值 问题 。 
设 0 是 R” 中 的 一 个 具有 光滑 边界 芽 的 有 界 区 域 ,在 2 中 考察 下 列 二 阶 椭圆 型 方程 


p37 (zx)u,, i + Sn + c(r)u = f(x). (4.37) 
与 前 面相 仿 ， 我 们 假设 ， 
(i) 系 数 a, ,5 ,c 及 右 端 项 f 都 是 0 上 的 连续 函数 ,而 且 ww 在 2 上 还 具有 一 阶 连续 偏 导 
数 。 
(让 ) 对 一 切 i ,j= 二 1,…,n ,成 立 a, =a， , 且 存 在 正常 数 a >0, 使 得 对 一 切 zE Q 及 任意 
实 向 量 (5 ，… ,8 ) ,成 立 | 
> 人 (4.38) 


考察 方程 (4.37) 满 足 边界 条 件 
ulr=0 (4.39) 
的 狄 利 克 雷 问题 。 我 们 有 


定理 4.6 存在 一 人 :1(i,j 三 1,…,n) 的 最 大 值 的 
正常 数 1u, 在 c(z) 委 -)o 时 ,椭圆 型 方程 边 值 问题 (4.37) 及 (4.39) 的 解 x = ux) 满足 


| 93 Ww ae| Fe (4.40) 
i=1 


其 中 C 为 一 个 不 依赖 于 的 正和 常数 。 
证 ”对 方程 (4.37) 两 端 乘 以 x ,然后 在 Q 上 积分 ,得 


| (Dassu + Dou uw + cu ) dz = | fudz. (4.41) 
将 上 式 左 端 第 一 项 利用 格林 公式 进行 分 部 积分 ,并 利用 边界 条 件 (4.39) ,可 得 
[> Quy udx = 1> Qt cos{n ,x,) uds 
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9 a 
一 .dad -| 2 
| Dad 3 es 
= -| Panu,dr -| 5 Fu udz, (4.42) 
nA nS OT 
于 是 (4.41) 式 可 改写 为 
| (Dasa, UL ~ cu )dz = 1, (4.43) 
[| : J 
其 中 
n 9 a, 砚 
三 一 3 EE a 不 |, Do udz | ar (4.44) 
记 
AT = max max| >) 9a, | b. | (4 45) 
: 2€ 9 ， ? i ? 


则 对 任意 给 定 的 se>0, 有 


7 <2M| a | 下 本 
| 了 | i u, | lul dx If| lul dz 
E - 2 n 2 l 2 2 
<2M( 5 Di, dr + 区 | dzj+ 王 | (z + fF )dx 
Se - 2 nM 1 2 1 2 
一 Me| > lu, | dx 十 (至 十 7)| dr 十 z|/ Cr 
取 e= 林 7, 则 由 (4.43) 及 假设 (4.38) 可 得 


- 2 2 Qa - 2 27AM- 2 1 2 
| > lu, | dr -| am 人 [us | dx + | 3 + z)| dx + 于 | 7/ dx. 


(4.46) 


2 


a 
a - 2 1 2 
| |u, | dx < | dx : (4.47) 


再 利用 边界 条 件 (4.39) 以 及 弗 里 德里 克 斯 不 等 式 (4.22) ,可 知 存在 不 依赖 于 x 的 正常 数 C， 
使 成 立 


人 | Fa 
证 毕 。 
与 双 曲 型 方程 抛物 型 方程 的 情况 相仿 ,能 量 估计 式 (4.40) 立 即 可 导致 椭圆 型 方程 狄 利 
克 雷 问题 的 解 的 唯一 性 以 及 在 均 方 模 意 义 下 对 右 端 项 的 连续 依赖 性 。 
我 们 强调 指出 ,在 定理 4.6 中 c(z) 委 -hu 的 条 件 是 重要 的 。 当 这 个 条 件 不 成 立时 ,能 
量 估计 式 以 及 解 的 唯一 性 与 稳定 性 都 可 能 不 成 立 。 试 看 下 面 的 例子 。 
设 2 为 平面 上 的 矩形 区 域 [0,r;0,r], 在 Q 上 考察 下 列 椭圆 型 方程 的 第 一 边 值 问题 : 
Au+cu= f， 在 QQ 中 ， (4.48) 
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ulr = 0. (4.49) 


容易 直接 验证 , 当 c=2n 时 (其 中 7 为 任 一 正 整数 ) ,相应 的 齐 次 问题 除了 零 解 外 ,还 有 非 
替 解 x= sinnx sinny。 换 言 之 ,这 时 唯一 性 并 不 成 立 。 相应 地 ,(4.40) 形 式 的 能 量 估计 式 也 


不 可 能 成 立 。 
习 题 
1. 设 x(x,，… ,Xx,) 在 区 域 Q 上 满足 不 等 式 
十 SG +c(r)u 之 0， 


1,4=1 


其 中 a,,b,,c 在 2 上 的 具有 一 阶 连续 偏 导数 ,满足 (4.38) 式 , 且 c(x) 志 0, 证 明 极 值 原理 (4.3) 成 立 。 
2 . 设 wu€EC(0)N 站 C(0) 是 椭圆 型 方程 狄 利克 雷 问题 
Da Cau, + Se + c(r)u = f(x), 
i = p(x) 
的 解 ,系数 a,, ,b,,c 满足 第 一 题 中 的 条 件 , 则 成 立 最 大 模 估计 式 (4.4)。 
3. 在 Q; = (0,1)x(0,T) 中 考察 下 列 初 边 值 问题 
us aur + bl(rx,t)u, + bo(r,t)u, + c(r,t)u = f(x,t), 
ul,o = 0， (u, + ku) 1,-i = 0, 
u |,-o = p(X), u, I,-0 = Yr), 
证 明 其 解 的 唯一 性 及 稳定 性 。 
4. 建立 下 列 初 边 值 问题 的 能 量 估计 式 : 


i OC (TD rr) 
:= 1 


OU = 


卫 


了 7 
7 
5. 设 。(x)<0, 证 明 椭圆 型 方程 第 一 边 值 问题 (4.37) 《4.39) 的 解 的 唯一 性 。 
6. 考察 边 值 问题 


Ar + Sox)u, +c(r)u = 了， 


du 


pe 


rn 


试 证 当 c(x) 充 分 负 时 ,其 解 具有 唯一 性 及 在 能 量 模 意义 下 的 稳定 性 。 


第 五 音 一 阶 偏 微分 方程 组 


本 章 介 绍 一 阶 偏 微分 方程 组 的 若干 知识 ,并 较 多 地 讨论 两 个 自 变量 的 一 阶 双 曲 型 方程 
组 。 在 $1 中 介绍 了 在 力学 和 工程 实际 中 可 化 为 一 阶 偏 微分 方程 组 的 例子 ,并 指出 了 其 与 
高 阶 方程 组 的 关系 ;在 $2 中 引进 了 特征 的 概念 ,并 由 此 出 发 对 方程 组 进行 分 类 ;在 $3 中 对 
两 个 自 变 量 的 线性 双 曲 型 方程 组 的 柯 西 问题 进行 了 研究 ;在 $4 中 讨论 了 两 个 自 变 量 的 线 
性 双 曲 型 方程 组 的 其 他 定 解 问题 ;在 $5 中 介绍 了 备 级 数 解 法 并 证 明了 在 偏 微分 方程 一 般 
理论 中 很 重要 的 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 (Cauchy-Kosanesckan) 定 理 。 


8$1 引 言 


1. 一 阶 偏 微分 方程 组 的 例子 ”在 前 面 几 章 中 ,我 们 着 重 介绍 了 三 种 类 型 的 二 阶 方程 ， 
讨论 了 某 些 定 解 问题 的 适 定性 和 解 的 性 质 , 所 讨论 的 方程 都 是 包含 一 个 未 知 函 数 的 线性 方 
程 。 但 是 ,在 比较 复杂 的 问题 中 ,为 了 更 精确 地 描述 自然 现象 ,在 我 们 归结 方程 时 ,就 必须 考 
虑 到 更 多 的 因素 和 它们 之 间 的 相互 作用 。 这 样 ,得 到 的 偏 微分 方程 所 包含 的 未 知 函 数 通常 
网 不 止 一 个 ,这 时 我 们 就 会 得 到 偏 微分 方程 组 。 显 然 , 对 它们 的 研究 具有 重要 的 意义 。 

例 1 我 们 在 复 变 函数 课程 中 已 经 知道 ,解析 函数 的 实 部 uw 和 虚 部 v 之 间 必 须 满足 的 
柯 西 - 黎 曼 (Cauchy-Riemann) 方 程 组 


du dwv 

Ce (1.1) 
ou dy 

dy 37 


就 是 一 个 最 简单 的 一 阶 线性 偏 微 分 方程 组 。 在 流体 力学 中 对 平面 定常 不 可 压缩 无 旋 流 的 研 
究 , 也 可 归结 为 求解 此 方程 组 。 

例 2 在 研究 不 受 外 力作 用 的 流体 运动 时 ,用 ui, wu, ,us 表示 速度 向 量 zu 在 坐标 轴 方 
问 上 的 分 量 ,p 表示 压强 ,p 表示 密度 ,它们 都 是 时 间 : 和 空间 坐标 x ,x, ,zy 的 函数 。 假 设 
流体 是 无 粘性 的 、 可 压缩 的 , 且 是 等 炉 的 ,这 时 压强 p 和 密度 p 由 状态 方程 p= p (wp) 联系 
着 ,其 中 p(p) 为 p 的 已 知 阴 数 。 流 体 动力 学 的 基本 方程 组 是 未 知 冰 数 。 及 wu ,u,,u, 关于 
目 变 量 上 ,zi ,x; ,x3 的 四 个 一 阶 方程 所 组 成 的 方程 组 


dp 9 us 2 9p 0 
二 全 十 十 = 0， 


此 
9 u,; duu, p (pe) 9p 、 
Ee = 0 (C22 


此 方程 组 的 第 一 个 方程 是 流体 的 连续 性 方程 ,而 后 三 个 方程 是 运动 方程 。 这 个 一 阶 方程 组 
关于 未 知 函 数 的 一 阶 偏 导数 是 线性 的 ,但 对 于 未 知 函 数 及 其 一 阶 偏 导 数 总 体 而 言 并 不 是 线 
性 的 ,这样 的 方程 组 我 们 称 它 为 一 阶 拟 线性 方程 组 。 


[二 2 
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当 流 体 只 在 x, 方向 运动 , 且 速 度 .密度 与 压强 也 只 依赖 于 zx, 时 (在 一 个 圆柱 管道 中 流 
体 的 运动 可 近似 地 认为 是 这 样 的 ), 简 记 X=xl 及 w= ul ,(1.2) 可 以 简化 为 


(1.3) 


例 3 声学 方程 组 

当 气 体 在 作 非 常 微小 的 振动 时 (例如 声音 传播 过 程 就 是 这 样 的 ), 可 把 流体 力学 方程 组 
(1.2) 进 行 简化 。 由 于 气体 的 振动 是 微小 的 ,可 把 速度 、 速 度 的 梯度 与 密度 的 梯度 的 高 次 项 
略 去 不 计 。 记 ov ,po 为 扰动 前 的 密度 与 压强 (它们 都 是 常数 ) ,并 记 

| o=po+po， 
p= bo+ 记 (oo)0 . 

把 上 式 代 入 (1.2) 式 中 ,并 把 含有 o ,wu (=1,2,3) 及 其 偏 导数 的 高 次 项 略 去 后 ,就 可 得 到 
0 与 us(k=1,2,3) 的 线性 方程 组 


洒 3 
+ po > 
k=1 


9 

9 uu, p' (po) 9p 
一 十 一 一 一 一 一 一 一 一 
9t po dx, 


du 
4 0, 
9 xr, 


(1.4) 
i 


这 就 是 声学 方程 组 , 它 是 一 阶 线性 偶 微 分 方程 组 。 
类 似 地 ,由 (1.3) ,一 维 气体 的 微小 振动 可 以 用 偏 微分 方程 组 
9 du 
36 十 Oo 了 = 0 ， 
du ,Pl(p)9p _ 0 we 
Br py dr 
来 描述 。 将 (1.5) 的 第 二 式 关于 1 求 导 一 次 ,并 利用 第 一 式 可 得 
-pp) T= 0. (1.6) 
根据 气体 的 物理 性 质 , p'(p。)>0, 从 而 可 以 记 p(p。)=a 。 这 样 ,(1.6) 就 与 第 一 章 中 导出 
的 一 维 波动 方程 的 形式 完全 一 致 。 
例 4 一 维 非 线 性 弹性 振动 方程 具有 形式 


0 (c( 下 中 = 0 (1.7) 


31 3 
其 中 5(.) 为 一 个 非 线性 函数 。 当 考虑 弦 的 横 振 动 或 弹性 杆 的 纵 振动 时 ,如果 作用 力 与 形变 
不 服从 胡 克 定律 所 描述 的 线性 关系 时 ,就 会 导致 (1.7) 这 样 的 非 线 性 偏 微分 方程 。 如 果 令 p 


= 3 ,9= 35 攻 , 即 得 一 阶 偏 微分 方程 组 
9p dq _- 
0 Gs 
9q _90(p)_ 0 
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在 众多 力学 .物理 学 中 常 有 一 些 重要 的 偏 微分 方程 组 ,描述 在 相应 学 科 中 的 基本 数量 规 
律 。 例 如 电动 力学 中 的 麦克 斯 韦 (Maxwell) 方 程 组 .流体 动力 学 中 的 欧 拉 (Euler) 方 程 组 与 
纳 维 -斯 托 克 斯 (Navier-Stokes) 方 程 组 .弹性 力学 中 的 圣 维 南 (Saint-Venant ) 方 程 组 . 搞 述 
微观 粒子 的 薛 定 钵 (Schrsdinger) 方 程 和 狄 拉克 (Dirac) 方 程 组 ,在 基本 粒子 研究 中 有 重大 作 
用 的 杨 -米尔 斯 (Yang-Mills) 方 程 组 等 等 。 在 上 述 例子 中 的 (1.2) 就 是 可 压缩 等 箭 流体 的 
欧 拉 方程 组 。 限 于 篇 幅 , 以 上 各 类 方程 组 的 具体 形式 这 里 不 一 一 列 出 了 。 

与 单个 方程 的 情况 一 样 ,出 现在 方程 组 中 所 有 偏 导数 的 最 高 阶 数 称 为 方程 组 的 阶 ,而 所 
谓 方 程 组 的 解 是 指 这 样 一 组 函数 xi ,4,,… ,un( 它 的 个 数 等 于 方程 组 中 未 知 哨 数 的 个 数 )， 
它们 具有 该 方程 组 中 所 出 现 的 各 阶 偏 导数 , 且 这 些 偏 导数 都 是 连续 函数 ; 当 将 这 样 的 xi ， 
u;，,… ,Un 以 及 它们 的 各 阶 偏 导数 代入 方程 组 中 时 得 到 一 组 恒等式 。 这 样 的 解 称 为 经 典 
解 。 

对 于 偏 微分 方程 组 也 可 以 考察 各 类 定 解 问题 ,其 中 最 易于 讨论 的 通常 是 初 值 问题 ( 柯 西 
问题 )。 在 $83 及 8$4 中 将 对 两 个 自 变量 的 线性 双 曲 型 方程 组 的 定 解 问题 作 较 详细 的 讨论 。 

2. 一 阶 方程 组 与 高 阶 方程 的 关系 ”在 上 一 段 的 讨论 中 已 经 看 到 ,一 阶 偏 微 分 方程 组 与 
高 阶 方程 有 密切 的 联系 ,形式 为 (1.5) 的 方程 组 可 化 成 二 阶 方程 (1.6) ,而 形式 为 (1.7) 的 二 
阶 方程 可 化 为 一 阶 方程 组 (1.8)。 

一 般 来 说 ,对 一 个 高 阶 偏 微分 方程 (或 高 阶 偏 微分 方程 组 ) , 常 可 以 通过 引入 新 未 知 通 数 
的 方法 将 它 化 成 一 阶 偏 微分 方程 组 。 特 别 是 一 类 称 为 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 型 的 方程 组 ,总 可 化 
成 一 阶 偏 微分 方程 组 。 在 单个 方程 的 情形 , 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 型 方程 的 形式 为 


9 2 …)， (1.9) 


a2” Pe 
其 中 二 二 + = 上 过 m4 ,k<m, 也 就 是 说 ,方程 的 最 高 阶 为 m 阶 , 且 对 选 定 的 自 变 
量 1 ,了 可 以 明显 地 解 出 。 这 时 ,将 相应 的 的 各 阶 偏 导数 视 为 新 的 未 知 函数 ,就 可 将 


(1.9) 化 为 一 阶 方程 组 。 

但 是 ,必须 指出 ,一 般 形 式 的 一 阶 偏 微分 方程 组 并 不 一 定 能 化 成 一 个 高 阶 方程 。 例 如 ， 
一 般 情 形 下 ,方程 组 (1.2) 就 无 法 化 成 一 个 高 阶 方程 。 因 此 ,对 一 阶 偏 微分 方程 组 的 研究 要 
比 对 单个 高 阶 方程 的 研究 包含 更 丰富 的 内 容 , 通 常 也 更 困难 些 。 

在 将 高 阶 方程 化 成 一 阶 方程 组 时 ,高 阶 方程 的 定 解 问题 也 化 成 相应 的 一 阶 方程 组 的 定 
解 问 题 。 以 下 我 们 以 例 4 中 的 非 线 性 弹性 振动 方程 的 柯 西 问题 为 例 说 明 怎 样 将 它 化 成 一 个 
等 价 的 一 阶 方程 组 的 柯 西 问题 。 

二 阶 方 程 (1.7) 的 柯 西 问题 的 一 般 形式 为 

| 


一 下 


u 1.10 
t = 0: 1 = go(z) ,了 = pi(z). ( ) 
今 构造 一 阶 偏 微分 方程 组 的 柯 西 问 题 如 下 : 
| (1.11) 

0 ps 2 | 


显然 , 若 u(xz,1) 为 问题 (1.10) 的 C? 解 , 则 令 p= 了 ,gq 于, 易 见 函数 组 (p,q)€ 
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0 


C1. 且 满 足 (1.8), 而 在 1=0 时 (p,q) 满 足 (1.11) 中 所 示 的 初始 条 件 也 可 直接 从 其 定义 得 
ee 
os ed [paz i (1.12) 
由 (1.8) 的 第 一 式 知 ,(1.12) 右 边 的 积分 与 路 径 无 关 , 所 以 (1.12) 定 义 了 一 个 C ”函数 u(x， 
;) , 且 由 曲线 积分 的 性 质 知 3 共 = 户 ,5 苦 = g。 将 它们 代入 (1.8) 的 第 二 式 ,就 得 到 (1.7)。 
再 看 初始 条 件 。 由 (1.12) 式 及 p 所 满足 的 初始 条 件 知 
w(x,0) = pel0) + | p(x,0) dr = p(x), 


0 


又 (x,0)= q(x,0)= r(x)。 所 以 由 (1.12) 所 定义 的 w(x,1) 为 柯 西 问题 (1.10) 的 解 。 
习 是 
1. 把 波动 方程 
9 2 Au 9 1 9 zx 
a (Ft) 
带 初 始 条 件 


u | ， r= 交 放 
OU 


本 2) 


的 柯 西 问题 化 为 一 个 一 阶 方程 组 的 柯 西 问题 ,并 证 明 其 解 的 等 价 性 。 


2， 把 方程 
Pe 
Or” or dy 


u | ， 0 三 0， 

0u es 
— ee Sn 

qt l,i-0 


的 柯 西 问题 化 为 一 个 一 阶 偏 微分 方程 组 的 柯 西 问题 。 
3. 证 明 任 一 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 型 方程 (1.9) 的 柯 西 问题 (在 :=0 时 ,给 定 &，…， 
以 化 为 一 阶 方程 组 的 柯 西 问题 ,并 证 明 其 解 的 等 价 性 。 


f= 


带 初 始 条 件 


加 | 
0 


-人 之 值 作为 初 值 ) 可 
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我 们 考虑 如 下 两 个 自 变 量 的 一 阶 线性 偏 微分 方程 组 中 
Pa (5 tol) 


人 @ 这 里 所 有 的 讨论 对 于 形 如 
1 9 下 
Sa (zt b(t Dry un) =0 (i 二 1,… ,NN) 的 方程 组 同样 是 适用 的 。 
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其 中 a ,6b, ,c(i,j=1,…,NN) 均 为 (x ,1) 的 连续 可 微 函数 。 记 A = (a,),B=(b,),C= 
(Bo (可 写成 


FF +AT+BU+C=0. (2 


1. 特征 方程 .特征 线 从 上 一 章 对 一 个 方程 的 讨论 中 已 经 看 到 ,方程 的 解 的 弱 间 断 曲 
线 对 应 着 方程 的 特征 曲线 , 它 在 研究 解 的 性 质 及 反映 各 种 类 型 方程 的 特性 上 起 着 重要 的 作 
用 。 对 方程 组 (2.1) ,我 们 可 同样 研究 一 曲线 能 作为 解 的 弱 间 断 曲线 应 具有 的 性 质 ,并 由 此 
引入 特征 理论 。 在 解 的 弱 间 断 曲线 上 ,函数 u,(i =1,…,N) 本 身 为 连续 ,但 其 一 阶 偏 导 数 
共有 第 一 类 间断 。 因 此 ,一 曲线 若 能 作为 解 的 弱 间 断 曲线 ,那么 ,利用 方程 组 (2.1) 及 函数 
xi=1l,N) 在 它 上 面 的 数值 就 不 能 唯一 地 确定 其 所 有 一 阶 偏 导数 在 它 上 面 的 数值 。 具 
有 此 种 性 质 的 曲线 称 为 方程 组 (2.1) 的 特征 曲线 (或 特征 线 )。 我 们 用 下 面 的 方法 来 确定 它 。 

设 有 一 光滑 曲线 C: 

上 (60), (0), (2.2) 

并 已 知 u, 在 曲线 C 上 的 数值 
u, = f(o) (i= 1,.…,N), (2.3) 
这 里 i:(o),x(o),/,(o) 均 为 一 阶 连续 可 导 的 函数 ,o 为 曲线 C 的 参数 ,有 是 (1 (oc))?+ 


(x'(5))* 关 0。 今 试图 利用 (2.3) 和 (2.1) 式 来 计算 沿 曲 线 C 的 所 有 一 阶 偏 导数 ,和 ( 
=1,…,NN) 的 数值 。 由 (2.3) 式 推出 

ey es he (2.4) 
利用 (2. 1) 式 替换 (2.4) 中 的 32 ,可 得 5 的 线性 代数 方程 组 ,其 系数 行列 式 为 


det(a,t (ac) 一 rzr (0o)). 
由 此 可 见 , 如 果 沿 曲线 C 成 立 着 


det(a,t' (0) - sz'(a)) 天 0， (2.5) 
则 一 定 能 利用 (2.3) 和 (2. 1) 唯 一 地 确定 出 沿 曲线 C 的 一 阶 偏 导数 全 ,各 (i=1,…,N) 
的 值 。 反 之 ,如 果 沿 曲线 C 成 立 着 
det(a,t (co) -zc))=0 (2.6) 
或 
det (a, 0: 条 | = 0， (2.7) 


就 不 能 利用 (2.3) 和 (2.1) 唯 一 地 确定 出 导数 ,各 (i=1,…, N) 沿 曲线 C 的 值 。 因 此 
(2.7) 就 是 特征 曲线 所 应 满足 的 条 件 。 
我 们 称 (2.7) 为 方程 组 (2.1) 的 特征 方程 ,把 在 一 点 (x,1) 满 足 (2.7) 式 的 方向 代称 为 
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此 点 的 特征 线 方向 出。 因此 ,如果 给 定 一 曲线 ,其 上 每 一 点 的 切线 方向 都 和 此 点 的 特征 线 方 
向 一 致 , 这 曲线 就 是 特征 曲线 。 

可 以 证 明 ,方程 组 (2.1) 的 特征 线 方向 在 未 知 函 数 的 可 道 变换 下 保持 不 变 。 又 在 自 变量 
的 可 逆 坐 标 变换 下 ,方程 组 (2.1) 在 每 一 点 的 特征 线 方向 也 将 变 成 变换 后 方程 组 在 对 应 点 的 
特征 线 方向 。 这 就 是 说 ,特征 线 方向 在 未 知 函 数 可 逆 变 换 与 自 变 量 可 逆 变 换 下 都 具有 不 变 


性 。 
2. 两 个 自 变 量 的 一 阶 线性 偏 微分 方程 组 的 分 类 ”把 特征 方程 (2.7) 左 端的 弛 改 记 为 
和 ,就 得 到 
det(a, - 614)= 0， (2.8) 
及 
det(A — 41) = 0. (2.8) 


它 是 关于 4 的 N 次 代数 方程 。 如 果 在 一 区 域 G 中 的 每 一 点 ,方程 (2.8) 都 有 N 个 相 异 的 实 
根 , 即 在 区 域 G 中 的 每 一 点 都 存在 NN 个 两 两 相 异 的 实 特征 线 方向 ,那么 ,我 们 就 称 方程 组 
(2.1) 在 此 区 域 中 为 严格 双 曲 型 的 。 如 果 在 一 区 域 G 中 的 每 一 点 ,方程 (2.8) 都 不 存在 任何 
实 根 ,从 而 在 区 域 G 中 每 一 点 都 不 存在 任何 实 特征 线 方向 , 则 称 方程 组 (2.1) 在 此 区 域 中 为 
椭圆 型 的 。 由 于 方程 组 (2. 1) 的 解 的 弱 间 断 曲 线 一 定 是 特征 曲线 ( 即 弱 间断 沿 特征 线 传播 )， 
因此 ,对 于 椭 图 型 方程 组 的 解 , 决 不 会 存在 实 的 弱 间 断 曲线 。 

由 于 特征 线 方 同 在 未 知 肾 数 可 逆 变 换 与 自 变 量 可 逆 变 换 下 都 具有 不 变性 ,方程 组 的 类 
型 也 在 上 述 两 类 变换 下 不 变 。 严 格 双 曲 型 方程 组 与 椭圆 型 方程 组 是 最 重要 的 两 类 一 阶 偏 微 
分 方程 组 ,对 它们 的 研究 相对 来 说 也 比较 成 熟 。 但 由 于 方程 (2.8) 的 特征 根 4 可 能 出 现 的 
情况 较 多 (例如 有 一 部 分 实 根 一 部 分 复 根 ,或 者 出 现实 的 重 根 等 ), 故 在 许多 情形 下 一 个 一 
阶 线性 偏 微 分 方程 组 并 不 属于 上 述 两 类 ,此 时 也 可 根据 需要 另外 划 定 一 些 类 别 进行 研究 。 

我 们 还 可 以 参照 上 述 的 分 类 方法 对 于 两 个 自 变量 的 一 阶 拟 线 性 方程 组 进行 分 类 。 这 时 
a, 是 x+,t 和 未 若水 数 u,,… ,un 的 孙 数 ,因而 拟 线性 方程 组 的 分 类 不 仅 与 自 变 量 所 在 的 区 
域 有 关 , 也 与 未 知 肾 数 u,,… ,us 有 关 。 反 之 ,线性 方程 组 在 所 考察 的 区 域 中 属于 严格 双 曲 
型 还 是 椭圆 型 ,只 决定 于 方程 组 中 一 阶 偏 导数 前 的 系数 在 此 区 域 中 的 数值 ,而 与 未 知 函数 在 
此 区 域 中 的 数值 无 关 。 

例 1 考虑 柯 西 -~ 黎 曼 方程 组 


(2.9) 


它 具 有 (2.1) 的 形状 ,其 特征 方程 (2.8) 为 4*+1=0, 由 此 推 知 方程 组 (2.9) 是 椭圆 型 的 。 
例 2 考虑 一 维 的 声学 方程 组 


有 的 书 上 也 称 此 为 特征 方向 。 这 里 我 们 特别 称 此 为 特征 线 方向 是 为 了 避免 与 本 书 第 四 章 $2 中 有 关 概 念 相 混 
消 。 
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9t 0 9 (2 10) 
9p au 
了 0 ， 


其 中 wx 和 wp 分 别 表示 扰动 后 的 质点 速度 及 密度 ,而 oo 和 cu 为 正常 数 ,表示 未 受 扰 动 时 静止 
气体 的 密度 和 音速 (cy = p' (po))。 
其 特征 方程 (2.8) 为 


a 
由 此 推 知 ,方程 组 (2.10) 是 严格 双 曲 型 方程 组 ,其 特征 线 方程 为 z+ cot = 常数 ,过 区 域 中 的 
每 一 点 均 有 两 根 特 征 线 通过 。 

3. 将 严格 双 曲 型 方程 组 化 为 对 角 型 下 面 我 们 着 重 讨论 严格 双 曲 型 方程 组 , 它 有 较 广 
泛 的 应 用 ,在 数学 处 理 上 也 比较 简单 ,有 着 较为 完善 的 结果 。 记 方程 (2.8) 的 六 个 相 异 的 实 


根 为 
A 42，…，AN， 
它们 关于 (xz,t) 具 有 一 阶 连续 导数 , 且 不 妨 假设 成 立 着 
人 (2.11) 
即 设 它们 已 按 大 小 次 序 排 列 。 
微分 方程 
E(x) (= 1 N) (2.12) 


的 积分 曲线 就 是 方程 组 (2.1) 的 特征 曲线 。 因 此 对 严格 双 曲 型 方程 组 而 言 ,过 区 域 中 的 每 一 
点 都 有 N 条 不 同 的 实 特征 曲线 。 

由 于 特征 线 方向 互 不 重合 ,对 每 个 A,(k=1,…, NN), 和 矩阵 (a, -0 ) 的 秩 为 N-1。 记 
方程 组 


N 
Da Wo sD (LyN) (2.13) 


J=1 


的 非 平凡 解 为 (ri ,re ,…, re ) ,这 个 解除 一 个 因子 以 外 是 完全 确定 的 。 记 r= 
(rr ), 它 是 对 应 于 特征 值 A 的 ( 右 ) 特 征 向 量 , 关 于 (x,1) 具 有 一 阶 连续 导数 。 
(2.13) 又 可 简写 为 
A 二 天 雹 : (2.13)- 
引 理 2.1 部 1A(k=1,…,NN) 是 特征 方程 (2.8) 的 两 两 相 异 的 实 特 征 根 , 则 对 应 于 它们 
的 特征 向 量 是 线性 无 关 的 。 
证 记 民 为 由 r,,… ,rs 所 组 成 的 特征 向 量 和 矩阵 ,我 们 只 需 证 明 
det R = det( ri ) 天 0. (2.14) 
事实 上 , 若 在 某 点 det (rs ) =0, 则 存在 一 组 不 全 为 零 的 常数 c! ,c?,… ,cx ,使 得 
人 ”8 


k=1 
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在 此 点 成 立 。 用 A 左 乘 上 式 , 并 注意 到 (2.13) 式 , 就 得 到 


Pony = 0. (2:15); 
天 一 1 
同 理 可 得 
~N 
Dr de 0 (2.15), 
k= 1 
~N 
Zea me = 0. (5 
=| 


对 任何 固定 的 j ,方程 组 (2.15), 一 (2.15)、 关于 
Cre (k=1,…,N) 
的 系数 行列 式 为 下 列 的 范 德 蒙 (Vandermond) 行 列 式 : 


1 1 ] 
A 42 AN 
A Rl a 是 
由 于 所 有 的 特征 根 两 两 互 异 , 这 个 行列 式 不 等 于 零 , 因 此 ,对 任何 j,k(j ,= 上 ，,N) 成 立 
cri’ =0. 


但 对 任何 固定 的 &,rW(j = 1,…, NN) 不 会 全 部 为 零 ,于 是 
c=0 (RSL N), 
这 和 原先 的 假设 矛盾 ,因此 (2.14) 式 应 该 成 立 。 引 理 证 毕 。 

引 理 2.2 若 系数 a,(i,j=1,…, NN) 为 一 阶 连续 可 导 函 数 的 一 阶 线性 偏 微 分 方程 组 
(2.1) 是 严格 双 曲 型 的 , 则 它 必 可 通过 未 知 函数 的 可 首 线 性 变换 化 为 对 角 型 方程 组 , 即 第 i 
个 方程 中 只 包含 第 i 个 未 知 函 数 的 偏 导 数 。 

证 ”由 严格 双 曲 型 的 定义 知 ,与 该 偏 微分 方程 组 相对 应 的 特征 方程 (2.8) 有 两 两 互 异 的 
实 特征 根 1,(&=1,…,N), 并 由 引 理 2.1 知 , 对 应 于 这 些 特征 根 的 特征 向 量 r,,…,r、 是 线 
性 无 关 的 。 

利用 所 引入 的 特征 向 量 , 可 以 将 方程 组 (2.1)( 或 (2.1) ) 化 成 较 简 单 的 形式 。 事 实 上 ， 
作 未 知 函数 的 线性 变换 


UR (2.16) 
由 (2.1) 可 得 
9V 9V dR 9R 
RIr+ARTL + (Fr +AFE+BRIV+C=0. 
利用 (2.13) 易 得 
9V dV oR aR 
其 中 A 是 以 4, ,… ,Aw 为 元 素 的 对 角 和 矩阵 diag(4,,… ,An)。 在 (2.17) 两 端 左 习 RR“ , 即 得 
VV BV+C=0, (2.18) 


ot :I 
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其 中 记 =R- (3 EC (2.18) 也 可 写成 如 下 的 形式 : 


9 


a 《还 jo 二 > (7， CyY + h(a i) (7 LN), 2:49) 


其 昌吉 全 罗 的 去 ， , 的 给 定 函 数 。 
方程 组 (2.19) 的 第 ; 个 方程 中 只 包含 第 i 个 未 知 函 数 六 ; 沿 第 i 个 特征 方向 他 =X 的 


方向 导数 。 它 是 线性 对 角 型 方程 组 。 引 理 证 毕 。 

这 样 ,我 们 看 到 ,对 于 线性 严格 双 曲 型 方程 组 恒 能 通过 未 知 函数 的 可 逆 线 性 变换 化 为 形 
如 (2.19) 的 线性 对 角 型 方程 组 来 考 虚 。 因 而 以 下 $3 及 $4 中 的 讨论 ,都 是 对 线性 对 角 型 方 
程 组 进行 的 。 

顺便 指出 ,如果 在 (x ,i) 的 某 一 区 域内 ,与 方程 组 (2.1) 相 应 的 特征 方程 (2.8) 有 实 根 
A1,… ,Aw ,它们 虽 不 一 定 两 两 互 异 , 但 对 应 于 这 些 特征 根 仍 能 找到 N 个 线性 无 关 的 特征 向 
量 ,此 时 方程 组 (2.1) 在 这 个 区 域 中 称 为 双 曲 型 方程 组 。 这 时 , 仍 可 以 用 引 理 2.2 中 的 方法 
将 (2.1) 化 成 对 角 型 方程 组 。 显 然 ,严格 双 曲 型 方程 组 一 定 是 双 曲 型 方程 组 。 


例 对 于 前 面 考察 过 的 方程 组 (2. 10) ,对 应 于 特征 方向 S = co 的 特征 向 量 可 取 为 


(co,ps)7 ,对 应 于 特征 方向 9 = - co 的 特征 向 量 可 取 为 (co, - ov)7 ,此 时 通过 未 知 函 数 的 
下 述 线性 变换 (请 自行 验证 ,并 考察 它 与 (2.16) 式 的 关系 ) 


1 二 OU 十 coo0， 
v2; = Pou 一 Cop， 
就 可 将 方程 组 (2.10) 化 为 对 角 型 方程 组 
全 3 


rt a= 0 

(2.20) 
ao own 
7 Co 区 村 一 


这 说 明 沿 特征 线 zx- cot= 常 数 及 过 +cot= 常 数 ,函数 w 及 v, 分 别 等 于 常数 值 。 因 此 , 当 
给 定 :=0 时 ww 和 p( 从 而 wv 及) 的 数值 后 ,我们 就 能 立即 确定 方程 组 (2.10) 在 上 >0 时 的 
解 。 


习 十 
1. 求 一 阶 方程 


Ou 


(1) Fr +a(r, 门卫 +b(z, t)ut+c(x,t)=0, 


(2) ta(z, 0 了 .+ 6(x， t,u)=0 


的 特征 线 和 和 解 沿 特征 线 应 成 立 的 关系 式 。 
2. 求 下 列 一 阶 方程 带 初始 条 件 x |,-。= p(x) 的 柯 西 问题 的 解 : 


本 du Ou 


OH du 


(1) + 


ot or 
3. 判断 方程 组 
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-一 


ou 
ot 


-=a Cr; 052 -6(z， a 


0 Uy 
人 


于 
a 
全 


属于 何 种 类 型 。 
4. 将 下 列 各 方程 组 化 为 对 角 型 方程 组 : 


中 Au Av 
Te = 上 这 室 
D3 (1 sin 7)T7 +277 r+=0, 
(1) 
dU 
一 -十 一 
了 7 二 0 
Ou Gu ,9v 
df “dr 97 
2 中 oO 中 
VU 20U dU 
二 十 
3 (a>0) 
9 ui 9 ui du, 
otr 6 可 了 > 可 了 0， 
9 u, 9 ul 9 
(3) 本 5 F160 三 ZU 
du 0 ua ui 
Bo Om 3ui. 


S$ 证 明 : 经 过 未 知 函数 的 任何 实 系数 的 可 逆 线 性 变换 ,方程 组 (2.1) 在 每 一 点 的 特征 线 方 向 (或 特征 曲 
线 ) 保 持 不 变 ,因此 也 不 会 改变 方程 组 (2.1) 所 属 的 类 型 。 

6. 证 明 :方程 组 (2.1) 在 每 一 点 的 特征 线 方 向 (或 特征 曲线 六 经 过 自 变量 的 任何 可 着 变换 后 就 变 成 变换 
后 方程 组 在 对 应 点 的 特征 线 方向 (或 特征 曲线 ), 即 特征 线 方向 (或 特征 曲线 ) 对 可 逆 坐 标 变换 具有 不 变性 。 

TT 证 明 ; 对 于 两 个 未 知 函数 的 任何 线性 椭圆 型 方程 组 ,都 可 能 通过 未 知 函 数 的 实 系数 的 可 逆 线 性 变 
换 ,化 为 下 面 的 形式 : 


o Vi o Vi 0 Vy 


= 一 十 fF 
eR 
0 Yor DV 
ee f2， 


其 中 a,6b 为 x,t 的 函数 , 且 5 天 0, 而 f; ,fi 为 未 知 函数 的 线性 函数 。 


$ 3 两 个 自 变 量 的 线性 双 曲 型 方程 组 的 柯 西 问题 


1. 化 为 积分 方程 组 Bg 型 方程 组 


i 3 (zt)V +hB(r,t) (i= 1,.,N) (3.1) 


带 初始 条 件 


V(z;,0) = oz) (i= 1,2,%,N) (3.2) 
的 柯 西 问题 ,并 证 明 这 一 定 解 问题 的 适 定性 。 如 上 节 所 说 ， 两 个 自 变 量 的 线性 双 曲 再 方程 组 
都 可 化 成 对 角 型 方程 组 ,因而 本 节 的 结果 也 可 以 对 一 一 般 形式 的 线性 双 曲 型 方程 组 给 恒 。 . 
假定 在 整个 所 考虑 的 区 域内 所 有 的 特征 值 都 不 相同 ,并 且 满 足 
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人 (3.3) 
则 在 这 区 域 中 的 每 一 点 都 有 N 条 实 特 征 曲 线 工 (=1,…,N) 通 过 ,它们 分 别 由 微分 方程 
SE = A(x,t) Ge (3.4) 


所 确定 。 

假定 初始 条 件 (3.2) 给 定 在 zx 轴 的 区 间 [a ,5] 上。 经 过 点 a 作 特 征 线 L、 ,经 过 点 5 作 
特征 线 工 , ,它们 和 直线 :=0 和 直线 := 了 围 成 一 区 域 G( 参 看 图 5.1)。 假 设 在 闭 区 域 G 
于, 图 数 a, ,8 和 Ai( =1,…,N) 都 连续 , 且 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ;在 闭 区 间 [a ,2 上 天 
数 wz,(z)(=1,…,N) 也 都 连续 可 导 。 在 这 样 的 条 件 下 我 们 要 证 明 方程 组 (3.1) 带 初始 条 
件 (3.2) 的 柯 西 问题 在 区 域 G 上 的 解 是 存在 .唯一 和 稳定 的 , 即 证 明 : 能 找到 方程 组 (3.1) 在 
G 上 唯一 的 连续 解 V = V, (t,x)(i=1,…,NN), 它 们 在 G 上 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 , 当 1=0 
时 满足 初始 条 件 (3.2) ,并且 连续 地 依赖 于 初始 条 件 。 


图 5.1 


首先 ,从 区 域 G 的 作法 中 就 可 以 看 出 它 有 如 下 的 性 质 : 通 过 G 上 的 任何 一 点 (z,z) 向 
下 所 作 的 任 一 条 特征 线 在 达到 下 底 (z 轴 上 的 区 间 [a ,5]) 以 前 , 决 不 会 越 出 区 域 G。 

在 区 域 G 上 任意 给 定 一 点 (x ,1), 通 过 它 向 下 作 第 i 条 特征 线 工 , 设 此 特征 线 和 z 轴 
上 闭 区 间 [a,6j 的 交点 为 (x, ,0), 并 以 1; 表示 特征 线 L,， 上 点 (xz ,it) 和 点 (x,,0) 之 间 的 那 一 
段 曲线 (参看 图 5.1)。 

我 们 注意 到 方程 组 (3.1) 的 第 i 个 方程 ,其 左 端 就 是 函数 w 沿 曲 线 L, 对 上 的 方向 导 
数 ,把 它 沿 弧 段 /由 点 (zx;,0) 到 点 (x ,1) 对 :积分 ,就 得 到 

人 | (Dov, + B)dr (i= 1,.,N), (3.5) 


再 注意 到 初始 条 件 (3.2) ,就 得 到 积分 方程 组 
V, (zt) = 9,(x,) | (Sav, + Br (i=1,.,N). (3.6) 


4 于 一 


显然 ,方程 组 (3.1) 的 每 个 满足 初始 条 件 (3.2) 的 经 典 解 ,都 是 积分 方程 组 (3.6) 的 解 。 反 之 ， 
如 果 积 分 方程 组 (3.6) 有 和 解 , 并 且 组 成 这 解 的 消 数 有 关于 zx 和 + 的 连续 偶 导 数 ,那么 施行 将 
(3.1) 化 为 (3.6) 的 相反 的 步骤 ,就 可 以 知道 方程 组 (3.6) 的 这 个 解 是 原先 所 提出 的 柯 西 问题 
的 解 。 这 样 一 来 ,问题 就 化 为 对 积分 方程 组 (3.6) 的 讨论 。 

2. 柯 西 问题 解 的 存在 性 与 唯一 性 ”现在 我 们 来 证 明 积分 方程 组 (3.6) 的 解 的 存在 性 与 


8$3 两 个 自 变 量 的 线性 双 曲 型 方程 组 的 柯 西 问题 135 


唯一 性 ,由 此 立刻 得 到 柯 西 问题 (3.1) 一 (3.2) 解 的 存在 性 与 唯一 性 。 积 分 方程 组 (3.6) 是 伏 

尔 特 拉 (Voltera) 型 方程 组 , 它 的 连续 解 的 存在 性 容易 由 常用 的 逐次 允 近 法 得 到 。 令 
Vor,t)= 9 (x) (i=1,.…,N), 

并 对 nn 宇 0 定义 


V "D(x ,1) = 9p, (Xx, ) | 3 VV” 1) 8 la dr (i=1, ,Ni n= 1,2,.…), 
或 更 加 确切 地 写 为 
V(r t) =0 (x (0z,7))t Lo 


+ h(xr(ryr,t),r)|dr (i= 1,.…,N), (3.7) 
这 里 ,x = z (1;x'" ,1 ) 表 示 经 过 点 (x'" ,1" ) 的 第 i 条 特征 线 L,。 
这 样 就 得 到 了 函数 序列 


VD(zt (=1 Ni n=0,1,2,.…). 
如 果 我 们 能 证 明 此 序列 在 闭 区 域 G 上 的 一 致 收敛 ,那么 极限 函数 
V (r,t) (i=1,.…,N) 
就 满足 方程 组 (3.6)。 这 相当 于 要 证 明 级 数 
VY (r,t)+ SV D(z,) -VCzt)] (i = 1,.…,N) (3.8) 


在 G 上 一 致 收敛 。 下 面 我 们 就 来 证 明 这 一 点 。 
因为 函数 V(r,t) 和 V(xz,1)(i=1,…,NN) 在 闭 区 域 G 上 连续 , 故 它们 在 此 财 区 
域 上 有 界 。 记 
M = max_|| 人 


在 区 域 G 上 对 i= 1,…,N 就 成 立 
|VO(zr,t) -VO (x,t)|<2M, 


7}=1 


N 
[2 Vd (| > | LV -Vold <2MAN:, 
ti. 


现在 假定 z 
| V" D(zr,t) a 
成 立 , 则 


. N 
| VD ou Wa | > | Qi | . | VD a 人 [dt <2M 0 ， 
je Ms 
{ 


于 是 根据 数学 归纳 法 ,对 于 任何 都 有 


LD Vn 1) | <2M AN 


(Tl 
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因为 区 域 G 是 有 界 的 ,在 取 定 一 个 大 于 这 个 区 域内 一 切 : 值 的 定 值 T 后 ,在 整个 区 域 G 
上 就 有 


Vo 本 
(ANT,)’ 
但 数 项 级 数 了 ) “7 是 收敛 的 ,所 以 级 数 (3.8) 在 整个 闭 区 域 G 上 为 一 致 收 仇 。 这 就 


证 明了 方程 组 (3.6) 的 解 存在 且 连 续 。 
现在 证 明 方程 组 (3.6) 在 G 上 的 连续 解 ( 从 而 是 一 个 有 界 解 ) 的 唯一 性 。 假 定 方程 组 
(3.6) 有 两 个 这 样 的 解 
V,,…,Vw 和 V ， i ,V、. 
将 这 两 个 解 人 该 方程 组 中 ,并 由 前 者 减 去 后 者 ,就 得 到 


V(z,i) — V(r,t) = [Baw, -Var (= 1,.,N). 


现在 假定 
人 | V (zx， 1)-—-V(z, 1)|=M,>0. 


重复 使 用 证 明 方 程 组 (3. 6) 的 解 存在 时 所 用 的 方法 可 知 ， 对 于 任何 n 成 立 


ANT 
M,<M, \ 


当 nn 充分 大 时 ,就 导致 予 盾 ,所 以 M, =0, 因 而 在 G 上 成 立 
V(r,t)V(r,t) (i=1,.…,n), 

即 解 是 唯一 的 。 这 也 说 明了 方程 组 (3.1) 带 初始 条 件 (3.2) 的 柯 西 问题 的 解 是 唯一 的 。 

要 完成 方程 组 (3.1) 带 初始 条 件 (3.2) 的 柯 西 问题 经 典 解 的 存在 性 的 证 明 ,还 需要 证 明 
所 求 出 的 这 些 函 数 w(z,r) 有 关于 x 和 : 的 连续 一 阶 偏 导数 。 这 只 需 证 明 V (zy,z) 在 每 
一 点 有 沿 4, 的 连续 的 一 阶 方向 导数 和 关于 z 的 连续 的 一 阶 偏 导数 ,因为 由 此 并 利用 的 光 
滑 性 ,就 可 以 推出 V,(z,t) 关 于 zx 和 :上 的 偏 导数 在 整个 区 域 G 上 都 是 连续 的 。 

函数 V;(xz ,i) 沿 1, 的 方向 导数 的 存在 及 连续 性 ,可 以 直接 从 方程 组 (3.6) 及 所 得 解 的 


连续 性 推出 。 为 了 证 明 偏 导数 “的 存在 及 连续 性 ,首先 注意 ,在 函数 4, (z,z ) 为 连续 可 导 


的 假设 下 ,特征 线 Ll; 与 直线 1 二 二 的 交点 坐标 z， 二 X(T, ;Zi) 也 是 关于 人 为 连续 可 导 的 。 
于 是 ,前 面 在 证 明 方 程 组 (3.6) 的 解 存在 时 所 作 的 各 近似 式 都 有 对 x 的 连续 偏 导 数 。 将 
(3.7) 的 两 端 对 x 求 导数 ,就 得 到 


(n+1) 
0 
3 Tt 


J 


~ FV 
和 (tr 


9 tr) |9 T; 
+ Bi) | 2 
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{xn) 
由 此 由 数学 归纳 法 可 知 ,函数 序 列 |2 | (= 1 ,Ni n=0,1,2,…) 在 世上 连续 。 此 
外 ,根据 对 方程 组 (3.1) 所 作 的 假定 ,利用 上 面 证 明 V( 一 致 收敛 的 方法 (在 进行 估计 时 只 
需 把 常数 加 以 修改 ) ,就 可 以 证 明 函 数 序列 
9 人 
| 9r 


| (i=1,…,N; n=0,1,2,.…) 


的 一 致 收 伍 性 ,其 极限 函数 就 是 二 ,于 是 本 二 连续 。 这 就 是 所 要 证 明 的 。 
3. 对 初始 条 件 的 连续 依赖 性 ”我 们 还 可 以 进一步 证 明 所 提 柯 西 问题 的 解 对 初始 条 件 
的 连续 依赖 性 , 即 证 明 : 如 果 柯 西 问题 的 初始 函数 yp, (z) 用 刺 (z) 来 代替 ,使 B(x) 与 对 应 
的 m (z) 之 偏差 小 于 了 ,那么 以 (zx) 为 初始 函数 的 柯 西 问题 的 解 V(x,1) 与 以 wo (z) 为 
初始 函数 的 柯 西 问题 的 解 V (z,r) 之 差 ,就 会 小 于 C7, 其 中 C 是 一 个 与 7 无 关 的 正常 数 。 
事实 上 , 令 


[en re) 
V(x,t) V (zyr) 二 Z(t) 
则 函数 Z, (zx,t) 满 足 积 分 方程 组 

A +| SaZdr (= 1,,N). Col) 


记 max 12Z,(7x,t)|= e. 
(1)E Cr 
(1=1,.…,N) 


重复 使 用 证 明 解 的 存在 性 时 所 用 的 方法 ,就 可 以 依次 得 到 
| Z,(z,t) | n+ AcNi， 


2 之 


A 


(ANi) (ANzt)” 
zr dE AN t+ TT) . 


nl! 
令 m 一 co ,就 有 
em ， 

而 ev, 是 一 个 与 7 无 关 正 常数 ,这 就 得 到 所 需 之 结论 。 

综合 前 面 的 讨论 ,可 以 得 到 柯 西 问题 (3.1) 一 (3.2) 的 适 定性 , 即 

定理 3.1 设 方程 组 (3.1) 的 系数 在 第 1 段 所 述 的 闭 区 域 G 上 连续 可 导 , 初 始 资料 
p(x) (i =1,…,NN) 在 [a,6b] 上 连续 可 导 , 则 柯 西 问题 (3.1) 一 (3.2) 在 G 上 存在 唯一 的 具 
有 连续 一 阶 偏 导数 的 解 V(x ,1),…，, Vn(x,t), 且 在 初始 资料 的 扰动 小 于 7 时 , 解 在 G 上 
的 扰动 小 于 C7 ,其 中 C 为 一 个 只 依赖 于 工 和 方程 组 的 系数 的 正常 数 。 

4. 依赖 区 间 、 决 定 区 域 和 影响 区 域 ”从 证 明 方 程 组 (3.1) 的 柯 西 问题 解 的 存在 性 和 唯 
一 性 过 程 中 可 以 看 出 , 解 在 区 域 G 上 任 一 点 M(x ,i) 的 数值 由 x 轴 上 点 A(xn(0;x,t),0) 
和 B(x,(0;x,1),0) 间 线段 上 的 初始 值 所 唯一 确定 ,在 此 线段 外 的 初始 值 不 论 如 何 改变 ,对 
解 在 此 点 的 值 毫 无 影响 。 我 们 称 线段 AB 为 M 点 的 依赖 区 间 ( 参 见 图 5.2)。 由 此 也 可 以 看 
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出 ,如果 方 程 组 (3.1) 有 两 个 解 V(xz ,1) 和 VV (zt)(i=1,…,N), 它 们 在 坟 轴 的 区 间 AB 
上 有 相同 的 初始 条 件 , 则 它们 在 如 图 5.3 所 示 的 区 域 G, 上 全 同 , 这 区 域 由 区 间 AB 及 过 AA 
点 的 特征 线 Lw 和 过 B 点 的 特征 线 工 , 所 围 成 , 称 为 区 间 AB 的 决定 区 域 。 此 外 ,如 果 对 柯 
西 问题 (3.1) 一 (3.2) 的 解 V(x ,1)(i=1,…,NN), 改 变 它 在 xz 轴 的 区 间 AB 上 的 初始 条 件 ， 
而 区 间 AB 之 外 的 初始 条 件 不 予 改变 ,那么 解 只 是 在 如 图 5.4 所 示 的 区 域 G， 上 发 生变 化 ， 
这 区 域 由 区 间 AB 及 过 A 点 的 特征 线 L, 和 过 B 点 的 特征 线 L、 所 围 成 , 称 为 区 间 AB 的 影 
隐 区 域 。 特 别 ,点 A 的 影响 区 域 是 如 图 5.5 所 示 的 区 域 G,, 它 由 过 A 点 的 特征 线 ， 和 
Lnw 所 围 成 。 


我 们 通常 把 自 变量 + 视 为 时 间 , 上 面 的 事实 说 明 扰动 是 沿 特征 线 传播 的 。 

5 . 关于 柯 西 问题 提 法 正确 性 的 附注 ”从 上 面 我 们 已 看 到 , 双 曲 型 方程 组 柯 西 问题 的 解 不 仅 存在 和 唯 
一 ,而 且 具 有 对 初始 条 件 的 连续 依赖 性 。 为 了 使 所 提 的 柯 西 问 题 能 正确 反映 某 一 自然 现象 的 规律 , 即 为 了 
保证 柯 西 问 题 提 法 的 正确 性 ,这 些 要 求 是 必需 的 。 

现在 我 们 要 指出 ,一 般 说 来 ,只 限于 对 某 些 特殊 类 型 的 方程 组 (如 双 曲 型 方程 组 ) 才 能 保证 柯 西 问题 提 
法 的 正确 法 。 

以 常 系数 一 阶 线性 方程 组 


i au 
= 2 =0 (k=1,.,N) (3.12) 
为 例 。 我 们 证 明 ,如 果 方 程 组 (3.12) 的 特征 方程 
det | A, - 45, | =0 
有 一 个 复 根 = a + 记 , 那 么 对 方程 组 (3. 12) 就 不 能 保证 柯 西 问题 提 法 的 正确 性 。 因 此 ,为 保证 问题 提 法 
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UU 


的 正确 性 ,必须 要 求 特征 方程 的 所 有 的 根 都 是 实 根 。 
为 了 说 明 这 一 点 ,不 妨 假 设 5>0。 考 察 方程 组 (3.12) 下 列 形式 的 特 解 
us = eere (k= 1,..,N), (a 


其 中 j 为 大 于 零 的 某 个 实数 ,6 和 wv 都 是 某 些 待定 常数 。 把 (3.13) 代 入 方程 组 (3.12) 后 ,我 们 看 到 ,- 


必须 是 特征 方程 的 一 根 , 记 它 为 a+ i6, 而 (&,,&,,…,&y) 为 相应 的 特征 向 量 , 它 可 以 相差 一 个 常数 因子 。 
这 样 我 们 就 可 以 把 解 (3.13) 写 为 


AN (3.14) 
在 上 =0 时 它 取 值 
i | ee (Ely (3.15) 
而 在 1 = to。 >0 处 的 数值 为 
We eg MRS TN (3.16) 


0 


如 果 把 (3.15) 作 为 初始 条 件 , 只 要 振幅 max(|1&|,…,|&n |) 取 得 很 小 , 则 不 论 其 振动 频率 w 多 人 么 大 ,总 可 
以 使 初始 条 件 (3.15) 的 数值 充分 小 。 但 此 时 解 在 任何 t= t。>0 处 的 数值 (3.16) 却 可 以 任意 大 ,这 是 因为 
它 的 振幅 增 大 了 e*o 倍 ,而 y 又 可 取得 任意 大 的 缘故 。 它 说 明 ,这 时 柯 西 问题 的 解 并 不 稳定 。 

从 上 面 的 讨论 就 可 以 看 到 ,为 什么 我 们 只 限于 讨论 双 曲 型 方程 组 的 柯 西 问题 的 原因 了 。 


习 题 
1. 用 逐次 通 近 法 求 方程 组 
| du 
0 
9v dv_ 
at dx “ 
带 下 列 初始 条 件 的 柯 西 问题 的 解 : 
(1) u|,-o=1, v|,-.o=0; 
(2) ul|,-0 = sinx, v|,-o = cosx. 
2. 求解 柯 西 问题 : 
= (rt)v, 
S++t(r+i)u=0; 
t=0:; u=0, v=1 
(n) 
3. 证 明 用 (3.9) 式 表示 的 函数 序列 | 2 Ni n= 二 0,1,2,…) 在 区 域 G 上 的 一 致 收敛 


性 。 
4. 设 V(x,t)(i=1,…,NN) 是 方程 组 (3.1) 带 初始 条 件 (3.2) 的 柯 西 问题 在 区 域 G 上 的 解 , 且 设 


Ld 
po = max lp9(r)l, a= max_ Le (tl 
(zz)EC (r,t)EG = 
(i=1,.…,N) (= ,Ny! 
Bl(rt) = max |1B(r,t)|, 
{=r,(r,t)EG 
(i=1,.",N) 


则 在 区 域 G 上 成 立 着 下 面 的 估计 式 ( 哈 尔 (Haar) 估 计 式 ) 


| Vi(zyt) | po 人 +| Blr)e’ dr (i=1,.…,N), 
0 
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并 利用 此 估计 式 证 明 柯 西 问题 (3.1) 一 (3.2) 解 的 唯一 性 和 对 初始 条 件 的 连续 依赖 性 。 
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在 实用 上 ,还 会 碰 到 其 他 的 一 些 定 解 问题 ,它们 的 适 定性 可 用 类 似 上 节 的 办 法 解决 。 
讨论 具 以 下 形式 的 含 两 个 未 知 函 数 的 线性 对 角 型 方程 组 
了 1 可 二 二 QU 二 Or+ci 
(4.1) 
Dr TM sy Oy Cs 

其 中 假定 *, <4,。 这 时 (x ,i) 平 面 上 有 两 族 特征 线 , 并 规定 特征 线 的 正方 向 是 指向 ， 的 增 
加 方向 。 现 在 ,我们 把 平面 上 的 非特 征 方向 分 为 两 类 :过 一 ， 
点 (zt) 的 一 个 方向 (c, ，o; ) ,如果 其 本 身 或 它 的 负 方 向 介 
于 过 此 点 的 两 个 正 特征 方向 之 间 , 则 称 为 时 向 的 ,否则 称 为 
空间 的 (参见 图 5.6)。 特 别 当 4 与 4, 的 符号 不 同时 ,t 轴 
的 方向 为 时 向 的 ,xz 轴 的 方向 为 空间 的 。 一 曲线 车 其 每 一 点 
的 切线 方向 都 是 空 向 的 , 则 称 它 为 空 向 曲线 ;一 曲线 若 其 每 
一 点 的 切线 方向 都 是 时 向 的 , 则 称 它 为 时 向 曲线 。 

下 面 简单 介绍 几 种 常见 的 定 解 问题 的 提 法 及 求解 方法 。 

1. 广义 柯 西 问题 设 在 (z,r) 平 面 上 给 出 一 条 处 处 不 
与 特征 方向 相 切 的 空 向 曲线 段 AB ,并 在 4AB 上 给 定 函 数 w 图 5.6 
的 数值 , 求 在 4 一 侧 方程 组 (4.1) 的 解 。 

过 A 点 作 特 征 L ,过 B 点 作 特征 线 工 , ,我 们 要 在 由 AB,L,,L, 所 围 成 的 区 域 G 上 求 
方程 组 (4.1) 的 解 (u(x ,1),v(x,t)), 使 它们 在 AB 弧 上 取 已 给 的 数值 (参见 图 5.7)。 

过 此 区 域 G 上 的 任何 一 点 (z,z) 都 能 作 全 落 在 G 上 的 两 条 特征 线 / ,1, 与 曲线 段 AB 


相交 ,如 图 5.7 所 示 。 因 此 我 们 只 要 用 特征 线 / 与 AB 的 交点 来 代替 上 节 讨论 柯 西 问题 时 引 
入 的 交点 (zx, ,0)(i= 1,2) ,就 可 用 和 上 节 同 样 的 方法 把 广义 柯 西 问题 化 为 积分 方程 组 来 进 
行 求解 。 

2. 古 尔 沙 (Goursat) 问 题 设 PA 和 PB 分 别 是 过 P 点 的 第 一 和 第 二 族 特征 线 , 并 在 BA 


上 给 定 函 数 的 值 ,在 PB 上 给 定 函 数 的 值 , 求 在 PA , PB 所 夹 的 角 状 区 域 中 方程 组 (4. 1) 
的 解 。 


过 A 点 作 特 征 线 工 , ,过 B 点 作 特 征 线 L, 。 我 们 要 在 由 PA , PB, 1, ,L, 所 围 成 的 区 域 


G 上 求 方程 组 (4.1) 的 解 (u(x ,1),v(z,1)), 使 其 在 特征 线 PA ,PB 上 分 别 取 给 定 的 值 ( 参 
见 图 5.8)。 
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由 于 过 区 域 G 上 的 任何 一 点 (zx,1) 都 能 作 特征 线 /， 及 /分别 与 曲线 段 PB 及 PA 相 交 ， 
且 保 持 这 些 特征 线 不 越 出 区 域 G, 因 此 我 们 只 要 用 1 与 PB 的 交点 来 代替 上 节 中 的 点 
(x1,0), 而 用 1, 与 PA 的 交点 来 代替 上 节 中 的 点 (x,,0) ,就 可 用 和 上 节 同 样 的 方法 把 十 尔 


沙 问 题 化 为 积分 方程 组 来 进行 求解 。 
我 们 在 此 可 以 进一步 说 明 广义 柯 西 问题 的 两 个 定 解 条 件 为 什么 不 能 同时 给 在 特征 线 


上 。 因 为 如 果 在 特征 线 PA 上 给 定 了 函数 和 w 的 值 ,那么 (4.1) 的 第 一 式 就 是 在 PA 上 必须 
成 立 的 微分 关系 式 ; 若 此 关系 式 不 成 立 ,那么 问题 显然 是 无 解 的 。 但 是 如 果 它们 满足 此 微分 


关系 式 ,那么 问题 的 解 也 不 是 唯一 的 ,因为 若 在 过 已 点 的 另 一 条 特征 线 PB 上 任意 给 定 函数 


,的 值 ,只 要 在 PA 及 PB 上 所 给 的 函数 值 在 P 点 满足 保持 连续 性 的 连接 条 件 , 我 们 就 能 通过 
求解 古 尔 沙 问题 求 得 问题 的 解 (u(x,t),v(x,t))。 


3. 一 般 角 状 区 域 上 的 边 值 问题 设 AB,AC 为 两 条 时 向 曲线 ,它们 构成 一 个 向 着 1 的 
正方 向 的 角 状 区 域 G( 参 见 图 5.9) ,在 AC 上 给 定 v 的 值 ,在 AB 上 给 定 的 值 , 求 在 区 域 G 
上 方程 组 (4.1) 的 解 。 这 时 我 们 可 以 用 与 古 尔 沙 问题 相同 的 处 理 办 法 ,将 特征 线 1 与 AB 的 
交点 替代 上 节 中 的 (z, ,0) ,将 特征 1, 与 AC 的 交点 替代 上 节 中 的 (xz,,0), 从 而 将 问题 化 为 
积分 方程 组 进行 求解 。 

还 有 一 种 情况 是 , 设 AB 为 已 知 的 空间 曲线 , AC 为 已 知 的 时 向 曲线 ,考虑 在 AB, AC 所 夹 
的 区 域 G 上 (参见 图 5.10) 对 方程 组 (4.1) 的 求解 。 这 时 ,在 曲线 AB 上 应 给 定 函数 w,v 的 


值 ,在 曲线 AC 上 给 定 函 数 v 的 值 (它们 满足 在 A 点 的 连接 条 件 , 即 所 给 v 的 值 在 A 点 要 保 
持 连续 )。 


由 曲线 AB 与 A4C 的 位 置 知 ,过 A 点 的 第 二 族 特征 线 工 , 位 于 AB, AC 之 间 。 于 是 ,为 决 
定 在 区 域 G 上 方程 组 (4.1) 满 足 AB, AC 上 给 定 边 界 条 件 的 解 ,可 以 分 两 步 来 进行 。 首 先 我 


们 根据 在 AB 上 给 定 的 条 件 可 在 由 AB ,L, ,Li(L, 为 过 B 点 的 第 一 族 特征 线 ) 所 包围 的 区 域 
G, 中 求解 广义 柯 西 问题 ,得 到 解 (u(z ,1),v(z,t))。 这 时 ,在 L, 上 函数 4 的 值 就 成 为 已 
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图 5.9 图 5.10 


知 (由 于 工 , 是 特征 线 ,在 其 上 函数 x 和 w 的 值 只 有 一 个 是 独立 的 )。 其 次 ,在 余下 来 的 区 域 


G; 上 ,利用 在 L， 上 所 求 得 的 函数 的 值 及 在 曲线 AC 上 给 定 的 函数 的 值 , 我 们 可 用 处 理 
古 尔 沙 问题 的 类 似 方法 进行 求解 。 这 样 ,上 述 定 解 问题 就 得 到 了 解决 。 
需要 注意 的 是 ,上 面 所 得 到 的 解 一 般 具有 弱 间 断 , 其 弱 间 断 线 就 是 特征 线 L,。 为 了 使 


所 得 到 的 解 在 整个 区 域 上 连续 可 导 , 在 AB,AC 上 所 给 定 的 函数 在 A 点 的 方向 导数 的 值 还 
必须 满足 相应 的 相 容 性 条 件 。 

在 以 上 讨论 中 一 个 重要 的 事实 是 ,在 特征 曲线 或 时 向 曲线 上 只 能 给 出 两 个 未 知 函 数 中 
一 个 的 值 ,而 在 空 向 曲线 上 必须 同时 给 出 两 个 未 知 函 数 的 值 , 这 一 事实 有 更 普遍 的 意义 。 对 
于 含 NN 个 未 知 函 数 的 严格 双 曲 型 偏 微分 方程 组 ,过 一 点 可 以 作 N 条 特征 线 。 如 果 考 虑 在 
一 个 角 状 区 域 中 的 边 值 问题 ,在 边界 上 应 该 给 定 的 边界 条 件 个 数 就 与 该 边界 上 N 条 特征 线 
的 方向 有 关 。 一 般 来 说 , 若 过 边界 上 一 点 有 个 特征 线 向 上 指向 区 域内 部 , 则 在 这 一 边界 
上 就 应 提出 上 个 边界 条 件 。 当 然 ,这 个 边界 条 件 该 怎样 给 法 才能 保证 相应 定 解 问题 的 适 
定性 ,还 得 作 进一步 的 分 析 。 


习 题 
1. 用 兽 次 逼近 法 求 方程 组 

0 du 

5 5 
9v 9m_ 
ge gr 

满足 条 件 

u | =sint 
v|,--.,= cos t 


的 古 尔 沙 问题 的 近似 解 , 并 决定 在 特征 线 x = + 上 函数 v 的 数值 及 在 特征 线 x = - :上 函数 的 数值 。 

2. 证 明 :方程 组 (3.1) 的 任何 广义 柯 西 问题 ( 即 在 某 一 处 处 不 与 特征 方向 相 切 的 曲线 C:t=1(o),x= 
(ao) 上 给 定 函数 u, 的 数值 u, =w(c)(i=1,…,N), 要 在 曲线 C 的 某 一 侧 求 方程 (3.1) 满 足 此 定 解 条 件 
的 解 ) ,都 可 通过 适当 的 坐标 变换 化 为 普通 的 柯 西 问题 来 解决 。 

3. 求解 边 值 问 题 
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t : 
(rx>0,t>0), 
Ph A A 
t or Tn 
u|,.。 =0, v|,.o= XX， >0， 
WW t>0. 


$5 罕 级 数 解法 、 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 刀 
(Cauchy-Kosanescka7f) 定 理 


1. 寡 级 数 解法 “在 本 节 中 ,我 们 首先 介绍 寡 级 数 解 法 ,进而 在 系数 和 初始 资料 都 是 解 
析 的 情形 下 ,证明 一 阶 的 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 型 方程 组 的 柯 西 问题 在 初始 曲面 的 一 个 邻 域 中 存 
在 唯一 的 解析 解 。 由 于 高 阶 的 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 方程 组 的 柯 西 问题 均 能 化 为 相应 的 一 阶 柯 瓦 
列 夫 斯 卡 娅 型 的 方程 组 的 柯 西 问题 来 解决 ,所 以 本 节 中 给 出 的 结论 ,具有 相当 的 普 过 性 。 
考虑 一 阶 拟 线性 仿 微 分 方程 组 


9 u; ~ (a) 9 a, - 。 
人 (Sa 


带 初 始 条 件 

(0 nro (y(t dN) (5.2) 
的 柯 西 问题 ,其 中 ao ,族人 =1 Ni a=1,…,n) 为 1, rg,u(B=1,…,n; k=1， 
…, NN) 的 函数 ; yp, (;=1,…,N) 是 给 定 在 超 平面 :=0 上 某 一 区 域 G 内 的 已 知 消 数 。 


为 简单 起 见 ,假设 原点 O(t =0,z| =0,…,z =0) 落 在 区 域 Cu 之 中 。 否则 ,由 坐标 的 
适当 平移 变换 总 可 以 做 到 这 一 点 。 
记 
2 S(O) Ca LN (5.3) 


我 们 指出 ,如 果 方程 组 (5.1) 的 所 有 系数 a1,/;(i,j=1,…,N; a=1,…,n) 对 其 所 有 的 
变 元 在 点 (zx1 =0,… ,z=0,4i = gf ,av= 9 入) 具有 各 阶 连 续篇 导数 ,函数 9,(i=1， 
.…,N) 对 其 所 有 的 变 元 在 点 (z, =0,…,z, =0) 亦 具有 各 阶 连 续 偏 导 数 , 那 么 我 们 就 可 以 利 
用 方程 组 (5.1) 及 初始 条 件 (5.2) 唯 一 地 确定 出 未 知 函 数 ww (zi=1,…,N) 在 原点 的 各 阶 偶 
导数 的 值 。 事 实 上 ,由 初始 条 件 (5.2) 就 可 以 唯一 确定 在 原点 的 所 有 形 如 
的 偏 导 数 的 值 , 它 们 等 于 函数 p, 的 相应 偏 导数 在 原点 的 值 。 在 求 得 这 些 偏 导数 的 值 以 后 ， 
把 方程 组 (5.1) 对 zi， 微分 a, 次 ,… ,对 x 微分 w 次 ,于 是 在 左 端 得 到 形 如 


> a a 


(5.4) 


Li 
9 19 X10 Te 


的 偏 导 数 ,而 在 右 端 只 包含 未 知 函数 以 及 方程 组 的 系数 关于 zi ,… ,x 的 偏 导数 ,它们 在 原 
点 的 值 已 由 初始 条 件 及 方程 组 所 唯一 确定 ,这样 ,我 们 就 可 唯一 地 确定 出 所 有 形 如 (5.5) 的 


(5:5) 
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偏 导 数 在 原点 的 值 。 把 方程 组 (5.1) 对 上 微分 1 次 ,对 工 微 分 w 次 ,…, 对 x, 微分 a, 次 ,于 
是 在 左 端 得 到 形 如 


可 24+ai + 


本 (5.6) 
的 偏 导数 ,而 在 右 端 只 包含 未 知 函 数 及 其 形 如 (5.4) 与 (5.5) 的 偏 导 数 , 它 们 在 原点 的 值 已 在 
前 面 唯一 确定 了 ,这 样 ,我 们 就 可 唯一 地 确定 出 所 有 形 如 (5.6) 的 偏 导 数 在 原点 的 值 。 继 续 


做 下 去 ,就 可 以 得 到 wu 的 各 阶 偏 导 数 在 原点 的 数值 。 因 此 ,我们 可 以 得 到 用 下 面 的 医 级 数 
表示 的 柯 西 问题 ($.1) 一 (5.2) 的 形式 解 


二 (7 
其 中 系数 A 。..。 由 下 式 确定 : 
1 避 sp+al+…+on u, 
Fotot+ta 
而 这 里 ”| 了 3 一- | 就 是 我 们 在 上 面 利用 方程 组 (5.1) 及 初始 条 件 (5.2) 所 唯一 确 
i 1 0 


定 出 的 w 的 各 阶 偏 导数 在 原点 O 的 值 。 

容易 看 出 ,如果 在 原点 O 附近 存在 着 柯 西 问题 (5.1) 一 (5.2) 的 解析 解 wu; = u, (t,x， 
…,X,)(i= 二 1,…, NN), 那 么 它们 在 原点 展开 的 罕 级 数 必然 就 是 级 数 (5.7)。 当 然 ,如 果 要 说 
明 (5.7) 确 实 是 柯 西 问题 (5.1) 一 (5.2) 的 解 ,还 必须 证 明 该 寡 级 数 的 收敛 性 。 另 外 ,在 实用 
上 ,我 们 也 可 以 取 寡 级 数 (5.7) 的 部 分 和 来 作为 柯 西 问 题 在 原点 附近 的 近似 解 。 上 面 这 种 求 
具有 备 级 数 形式 的 解 或 近似 解 的 方法 ,就 称 为 各 级 数 解法 。 

2… 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 ”现在 我 们 来 证 明 利 用 ($.8) 所 决定 的 形式 蹇 级 数 (5.7) 在 原点 附近 
的 收敛 性 。 为 此 ,我 们 提出 下 面 的 定理 。 

定理 5.1 ( 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 ) ”如果 方 程 组 (5.1) 中 的 所 有 系数 a,f,(i,j=1,…,N; a 
=1 2) 在 点 (t=0,ri=0zr=0u=opo ,av=gp0) 的 某 一 邻 域 内 是 解析 的 ,而 且 初 始 函 数 
p (i=1,…,NN) 在 原点 O(t=0,xi =0,…,x, =0) 的 某 一 邻 域 内 也 是 解析 的 ,那么 柯 西 问题 (5.1) 一 (5.2) 
在 原点 O 的 某 一 邻 域内 就 存在 一 个 解析 解 ,并 且 在 解析 函数 范围 内 它 是 唯一 的 。 

柯 西 问题 (5.1) 一 (5.2) 在 原点 的 某 一 邻 域 中 解析 解 的 唯一 性 ,可 由 前 面 的 叙述 中 明显 地 看 出 。 因 为 
解析 解 必 能 在 原点 的 某 一 邻 域 中 展开 为 赛 级 数 (5.7) ,而 此 震级 数 的 所 有 系数 (5.8) 都 由 方程 组 及 初始 条 
件 所 完全 确定 ,因而 解析 解 必 是 唯一 的 。 

为 了 证 明 解 析 解 的 存在 性 ,只 需 证 明和 考级 数 (5.7) 的 右 端 (其 系数 由 (5.8) 所 确定 ) 在 原点 的 某 一 邻 域 
中 是 收敛 的 。 事 实 上 ,如 果 这 震级 数 收敛 ,那么 由 它们 所 表示 的 解析 函数 wu (t,t ，… ,Xx,，)(i=1,…,NN) 及 
其 关于 zx ,… ,x, 的 所 有 偏 导 数 在 原点 的 值 都 和 函数 p, (zi ,…,zr,)(i=1,…,N) 及 其 相应 的 偏 导 数 在 原 
点 的 值 相 等 ,因此 在 上 = 0 时, 这些 函 数 满足 初始 条 件 (5.2)。 至 于 这 些 函 数 满足 方程 组 (5.1) 是 由 下 面 的 
事实 推 知 的 :根据 这 些 函 数 的 作法 ,如果 把 这 组 函数 代入 方程 组 (5.1) 的 两 端 ,那么 左 端 函数 及 其 对 t,x ， 
… ,Xx, 的 所 有 偏 导 数 在 原点 的 值 和 右 端 函数 及 其 相应 的 偏 导 数 在 原点 的 值 相等 ,从 而 ,在 原点 的 某 一 邻 域 
中 方程 组 的 左 端 与 右 端 恒 等 。 

为 了 证 明 所 得 的 朝 级 数 (5.7) 的 收敛 性 ,可 以 利用 强 函数 方法 。 

首先 介绍 强 函 数 的 概念 及 其 构造 方法 。 如 果 函 数 y(t ,x ,… ,xXx, ) 在 原点 的 某 一 邻 域 中 是 解析 函数 ， 
而 记 (i ,zi ,… ,Xx, ) 在 这 个 邻 域 中 也 是 解析 的 ,其 在 原点 展开 的 震级 数 的 系数 均 为 非 负 ,而 且 这 些 系数 不 
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小 于 函数 y(1 ,7 ,… ,x, ) 的 震级 数 展开 式 中 对 应 项 系数 的 绝对 值 , 那 么 就 称 下 为 y 的 一 个 强 函 数 。 
设 
I (5.9) 
且 右 端的 级 数 在 某 一 点 
t= p07Tt O11 TX On 
(其 中 所 有 的 |p, | >0) 绝 对 收敛 , 则 存在 正 数 M ,使 得 对 于 所 有 的 非 负 整数 a。 ,a ,… ,a, ,都 有 


[MA 


从 而 ,对 于 所 有 的 GoGI， aa， ,都 有 


M 


Doe Ea | po | | pi | i | e， 一 * 


因此 函数 


| 
[| i | 
WE 
二 加 
~ 一 

(一 
M4 
Tn 
win 
WW 
CO 
DIN 
~ 一 
CE 


一 人 X11 “Tn (5.10) 
a0 ol, | oo | 0 | ol | be Se | On | 


就 是 函数 y(t,x;，,… ,x, ) 的 一 个 强 函 数 。 
我 们 还 可 以 构造 其 它 形式 的 强 函 数 。 例 如 由 级 数 (5.9) 所 表示 的 函数 y(z ,zi ,… ,x, ) 也 以 下 列 函 数 


M 
eR 
| - 一 一 

人 
为 其 强 函 数 , 其 中 p= min(losl ,lol,…,|o1)。 事 实 上 , 当 lt1+izil+…+lzl<po 时 ,函数 更 可 以 
展开 为 震级 数 


Wi (5.11) 


> 1 a 
Mp lo Eo 


其 系数 都 是 正 的 , 且 由 于 
(ai +al 二 +a)! 
aolal1 al 
二 
pe pe el 
级 数 (5.12) 的 系数 不 小 于 级 数 (5.10) 的 对 应 系数 ,因此 函数 (5.11) 也 是 (5.9) 的 一 个 强 涌 数 。 
同样 ,函数 y(t ,x ,… ,x ) 亦 以 函数 


之 1， 


V(t,x pap 


t [LE 
ee (5.13) 
( 式 中 o 的 定义 如 前 ,而 0<X<1 为 任意 常数 ) 为 其 强 函 数 。 事 实 上 ,如 果 也 把 丈 , (1 ,x ，… ,x, ) 展 成 关于 
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t,71,…,z, 的 震级 数 ,那么 所 得 到 的 系数 都 是 正 的 ,并 且 大 于 级 数 (5. 12) 的 对 应 系数 ,这 是 因为 级 数 
(5.13) 的 系数 是 由 级 数 (5.12) 的 对 应 系数 乘 以 (十 ) "而 得 到 ,而 0<4<1。 
现在 我 们 回转 来 证 明 带 初始 条 件 (5.2) 的 方程 组 (5.1) 的 柯 西 问题 的 解析 解 的 存在 性 。 不 妨 假定 
9, 三 0 (1=1,.…,N). 
事实 上 ,只 要 引入 新 未 知 函 数 
人 DT ) 
来 代替 未 知 函 数 u, ,就 易 知 函数 w (; = 1,…,N) 满 足 和 (5.1) 同 样 类 型 的 方程 组 和 零 初始 条 件 。 因 此 我 们 
以 下 就 认为 函数 w 已 满足 零 初始 条 件 


P(e es (5.14) 
为 叙述 简单 计 , 以 下 我 们 只 限于 对 方程 组 (5.1) 为 线性 的 情形 加 以 证 明 。 在 线性 情形 下 ,(5.1) 可 写 为 
a DD iy (5.15) 


其 中 所 有 系数 ao (tr Tb (tr) (tr 1,…,N;a 二 1,…,n) 在 原点 
的 某 一 邻 域 中 都 是 解析 的 。 为 方便 计 , 把 柯 西 问题 (5.15)、(5.14) 叫 做 “问题 1” ,而 方程 组 (5.15) 叫 做 “ 方 
程 组 1”。 

假定 已 经 求 得 方程 组 (5.15) 的 系数 和 初始 函数 的 一 组 强 函 数 ,这 时 我 们 得 到 一 个 新 的 方程 组 和 新 的 
柯 西 问题 ,分 别 叫 它们 做 “ 强 方程 组 "(或 “方程 组 11") 和 “问题 II" 。 我 们 要 指出 ,问题 IT" 的 解析 解 就 是 <“ 问 
题 "的 解析 解 的 一 个 强 函 数 。 这 就 是 说 ,如 果 “ 问 题 I" 的 解 在 原点 的 某 一 邻 域 中 以 宪 级 数 


u; = a XU (5.16) 
表 出 ,而 “问题 IT 的 解 由 寡 级 数 
U, = PAW Lo rl (5.17) 
表 出 ,那么 在 这 两 个 宕 级 数 的 系数 之 间 成 立 着 不 等 式 
上 上 有 | ns (5.18) 


事实 上 ,在 a,=0 的 情形 ,这 些 不 等 式 可 以 直接 由 “问题 11” 的 初始 函数 是 “问题 1" 的 初始 函数 的 强 函 数 推 
出 。 在 a。>0 的 情形 ,系数 4am。..。( A ..。) 可 由 具有 较 小 的 下 标 wo 的 系数 a 路 (A) 以 及 方程 组 1 
(方程 组 11) 的 系数 及 其 偏 导 数 在 原点 O 的 值 经 过 加 法 和 乘法 而 得 到 。 因 此 很 容易 证 明 , 如 当 a,< a 时 不 
等 式 (5.18) 成 立 , 那 么 它们 当 a。= a 时 也 成 立 。 这 表示 不 等 式 (5.18) 对 于 展开 式 (5.16) 和 (5.17) 中 的 所 
有 系数 都 成 立 。 

因此 ,由 “问题 11" 的 可 解 性 (级 数 (5.17) 的 收敛 性 ) 可 推出 “问题 1" 的 可 解 性 (级 数 (5.16) 的 收 化 性 )。 
但 是 “问题 11" 可 以 在 相当 大 的 程度 内 任意 构造 ,因为 我 们 可 以 对 “方程 组 1" 的 系数 和 “问题 1” 的 初始 函数 
任意 地 选择 其 强 函 数 。 

我 们 用 下 面 的 方式 来 选择 “问题 11" ,使 得 它 的 解 可 以 很 简单 地 求 出 。 为 此 选择 两 正 数 M>0 及 p>0， 
使 函数 

M 


ee 

js 5 
为 方程 组 (5.15) 中 所 有 系数 (包括 自由 项 ) 的 强 函 数 ( 其 中 0< <1)。 这 种 做 法 的 可 能 性 在 于 对 方程 组 
45.15) 的 每 一 个 系数 都 有 这 种 形状 的 强 函 数 存 在 ,所 以 要 构造 这 些 系数 的 公共 强 函 数 只 须 取 M 为 对 应 于 
不 同系 数 中 的 最 大 值 ,而 取 数 p 为 它们 之 间 的 最 小 值 。 这 样 选择 好 两 个 数 M 及 p 以 后 ,我 们 就 可 以 把 


(5.15) 的 强 方程 组 取 为 
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avU, M N ovU N 
昌 - Gein 6 
一 十 十 … 十 工 ， 1=1 a=1 a 21:=1 
A 
下 过 二 
人 


其 中 数 4(0<4<<1) 在 下 面 确定 。 
我 们 看 到 强 方程 组 (5.19) 中 的 每 一 个 方程 对 于 任何 i(i = 1,…, NN) 都 具有 相同 的 形状 ,而 且 其 右 端 是 
完全 一 样 的。 在 初始 阻 数 尚 未 确定 前 我 们 就 可 寻求 方程 组 (5.19) 的 一 个 具有 下 列 形式 的 解 


U (tx, TE Ut ri Ta ) EE UN(t, xs, ) EU(t, rs ,IT,) 


二 可 + ri 十，… 十 r, ) = U(x), 


其 中 z= 二 +x +…+x,. 把 它 代入 方程 组 (5.19), 就 得 到 函数 U(z) 所 应 该 满足 的 方程 为 


taU dU 
T= A(z) (Nr + NU+1), (5.20) 
其 中 
a 0 
1 一 一 
p 
将 方程 (5.20) 分 离 变 量 得 
dU 2 A(z) 
NUT+! -nNA(z) 


我 们 选取 数 *>0 这 样 小 ,使 在 坐标 原点 即 点 z=0 的 某 一 邻 域 中 


工 - nNA{z)>0, 


于 是 B(z)= 一人 <*) 就 是 这 邻 域 中 的 一 个 解析 函数 。 


nNAt{z) 
方程 (5.20) 有 特 解 


a H(z) ds 


re 六 | _1 1 (5.21) 


我 们 证 明 , 它 就 是 “问题 1” 的 解 的 一 个 强 孔 数 。 事 实 上 ,函数 


i 
Uisri sr) = U(E + + ) 


满足 原 方程 组 (5.15) 的 强 方程 组 (5.19)。 为 了 证 明 它 是 “问题 1”" 的 解 的 强 函 数 , 只 要 证 明 (5.21) 是 原点 一 
邻 域 中 的 解析 函数 ,在 :=0 时 它 关 于 变量 xz, ,… ,x, 所 展开 的 震级 数 具 有 非 负 的 系数 , 即 它 是 “问题 1 的 
初 值 (5.14) 的 强 函 数 。 由 于 函数 

M 


之 


t 一 一 - 


人 
关于 z 在 z=0 附 近 可 以 展开 为 具有 非 负 系数 的 短 级 数 ,因而 


B(z) -TA(z) Hl+ nNAA(z)t+tn’ NA*A’(z)+..| 


也 可 以 展开 为 关于 z 的 具有 非 负 系 数 的 突 级 数 ,从 而 孔 数 


N[{® B(x) dr 
a 


和 U(z) 也 具有 这 性 质 。 这 就 是 说 , 特 解 (5.21) 


A(z) 三 


三 


U(r ) = U( E+trt =U(z) 
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在 z=0 附近 可 展开 为 关于 z 的 具有 非 负 系数 的 者 级 数 ,因而 它 在 原点 一 邻 域 中 可 展开 为 关于 1 ,x ，… 
xz, 的 具有 非 负 系数 的 震级 数 , 即 它 是 解析 函 数 ; 且 当 上 =0 时 , 它 关 于 zi, ,x 的 笑 级 数 的 系数 都 是 非 负 
的 ,因而 U,(0,x,,… ,Xx,) 确 实 是 零 的 一 个 强 卫 数 。 

这 样 ,我 们 就 在 线性 方程 组 的 情形 下 证 明了 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 。 

对 于 一 阶 拟 线性 方程 组 的 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 可 以 用 类 似 的 方法 证 得 。 

在 高 阶 方程 组 的 情形 ,定义 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 型 方程 组 为 如 下 形式 的 方程 组 : 


9 "iu, du, ) 

i t，, 9 9 3 ”9 ge lbs 。 

了 F ( t] TX,» Un Pr ee Tn (5 22) 
(i,j=1, ,Nj;ko tkit+ek, = kn, ;ko <n,) 


其 特点 是 方程 的 个 数 等 于 未 知 函 数 的 个 数 ,出 现在 方程 组 中 的 每 一 个 函数 u, 的 最 高 阶 偏 导数 的 阶 为 n,， 


在 这 些 n 阶 偏 导数 中 必须 包含 有 导数 = 全 ， 


柯 西 问题 ,在 t= t。 时 给 定 的 初始 条 件 为 


9 


5 = PE (zy ) (Fs TNs Ml (5.23) 


通过 将 未 知 函 数 的 偏 导数 视 为 新 未 知 函数 以 及 关于 方程 组 求 导 的 方法 ,可 以 将 柯 西 问 题 (5.22) 一 (5.23) 
化 成 为 形式 为 (5.1) 一 (5.2) 的 柯 西 问 题 ,因此 在 (5.22) 一 (5.23) 中 出 现 的 函数 都 为 解析 的 假定 下 ,也 可 以 
用 关于 一 阶 拟 线 性 方程 组 柯 西 问题 局 部 解析 解 的 存在 唯一 性 定理 导出 柯 西 问题 (5.22) 一 (5.23) 的 局 部 解 
析 解 的 存在 唯一 性 定理 。 

由 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 给 出 的 偏 微分 方程 柯 西 问题 局 部 解析 解 存 在 唯一 性 定理 在 偏 微分 方程 理论 
中 起 着 重要 的 作用 。 


而 且 方 程 组 是 关于 这 些 偏 导数 解 出 的 。 考 察 这 样 的 方程 组 的 


习 题 
1. 利用 村 级 数 求 形 式 解 的 方法 解 下 列 的 柯 西 问题 ; 
Ou ou 
| 二 + (x—-t)u—e'", 


Dr Ar 


ul|,.o=x. 


Ou Adu 

十 = 
Or or 和 
dv Ov 


D7 a 


2. 用 顺 级 数 法 求 方程 组 


带 初 始 条 件 
J ee | oe 
的 柯 西 问题 在 点 (上 =0,z=1) 附 近 的 近似 解 ( 算 到 震级 数 的 三 次 项 )。 
3. 对 于 一 阶 拟 线性 方程 组 ,证明 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 。 
4. 对 于 形 如 


~N N A 
9 u, 9 zi oa 
Zu (xt) Bt bs (r,t) 7 + Zru (rt) + d(xr,t)=0 (i= 1,.…,N) 


的 方程 组 ,初始 条 件 给 在 曲线 B(x ,1)=0 上 为 ,= p(x,t)(i=1,…,n) 的 广义 柯 西 问题 ,只 要 B(x,t) 
=0 在 (xo ,to) 点 附近 为 非特 征 曲线 ,证 明 同 样 成 立 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 , 即 证 明 如 果 a ,pcv，d， 
(71,7 二 1,…, 入) 均 为 x ,t 的 解析 孔 数 ,四 ,gp,(i=1,…,NN) 也 解析 , 则 方程 组 在 (xo ,zo ) 附 近 存 在 唯一 的 满 
足 初始 条 件 的 解析 解 。 


第 六 童 广义 解 与 广义 函数 解 


在 近代 ,各 类 现代 分 析 工 具 、 特 别 是 广义 函数 理论 已 被 广泛 地 应 用 于 数学 物理 方程 的 研 
究 , 解 的 概念 也 相应 地 以 各 种 方式 被 加 以 拓 广 。 本 章 中 将 对 此 作 一 个 简要 的 介绍 。 第 一 节 
介绍 一 些 广义 解 的 概念 ,第 二 节 到 第 四 节 介绍 广义 函数 的 概念 及 其 一 些 基 本 性 质 ,第 五 节 将 
据 此 寻求 某 些 数学 物理 方程 的 基本 解 。 


31 广义 解 


1. 研究 广义 解 的 必要 性 ”在 前 几 章 中 ,我 们 讨论 了 一 些 数学 物理 方程 及 其 定 解 问题 的 
经 典 解 .这 种 解 在 求解 区 域 中 具有 方程 中 所 出 现 的 连续 偏 导数 ,并 按 通常 意义 满足 方程 与 定 
解 条 件 ,也 就 是 说 ,将 解 代 和 方程 及 定 解 条件 后 即 可 使 其 化 为 恒等式 .经 典 解 的 概念 是 最 容 
易 理 解 的 ,应 用 起 来 也 最 为 方便 。 但 是 ,在 实际 求解 数学 物理 方程 的 定 解 问题 时 ,往往 不 一 
定 能 得 到 经 典 解 。 例 如 ,在 第 一 章 讨论 波动 方程 初 边 值 问题 时 ,如 果 初 始 条 件 不 够 光滑 ( 初 
始 资料 本 身 或 它 的 导数 有 间断 ) ,或 者 所 给 定 的 初始 条 件 与 边界 条 件 不 满足 相 容 性 条 件 , 那 
么 经 典 解 就 不 存在 ,但 男 一 方面 ,这 样 的 定 解 条 件 却 可 能 对 应 于 一 个 合理 的 物理 过 程 。 所 
以 ,在 研究 数学 物理 方程 的 定 解 问题 时 ,就 需要 拓 广 解 的 概念 ,考察 非 经 典 意义 下 的 解 , 即 广 
义 解 。 

此 外 ,由 于 数学 物理 方程 定 解 问题 的 经 典 解 具有 较 高 的 正则 性 ,要 寻求 这 样 的 解 往往 比 
较 困 难 。 一 个 常用 的 技巧 是 先 寻 求 一 个 正则 性 较 低 的 函数 , 它 按 较 弱 的 意义 满足 方程 与 定 
解 条 件 ,然后 再 进一步 证 明 这 个 函数 实际 上 就 是 原来 问题 的 经 典 解 。 这 种 将 一 个 问题 分 成 
两 步 解决 的 过 程 似乎 长 了 一 些 , 但 在 直接 求解 有 困难 的 情形 , 仍 是 一 种 值得 考虑 的 途径 。 这 
里 按 较 弱 的 意义 满足 定 解 问题 的 函数 也 就 是 广义 解 。 

从 研究 数学 物理 方程 经 典 解 过 渡 到 研究 广义 解 拓 广 了 人 们 的 视野 ,也 使 得 相应 的 理论 
和 方法 上 升 到 一 个 更 高 的 层次 。 可 以 说 , 它 是 由 数学 物理 方程 的 经 典 理论 发 展 为 现代 理论 
的 一 个 突出 的 标志 。 

但 是 ,广义 解 的 定义 是 多 种 多 样 的 。 上 面 所 说 的 在 较 弱 的 意义 下 满足 方程 及 定 解 条 件 
可 以 有 多 种 不 同 的 形式 ,这 就 给 出 了 按 各 种 不 同 的 方式 定义 广义 解 的 可 能 性 。 下 面 我 们 将 
选择 最 常用 的 一 些 广义 解 的 概念 给 以 介绍 。 需 要 指出 的 是 ,尽管 广义 解 的 定义 多 种 多 样 , 但 
它们 均 应 满足 一 个 共同 的 要 求 , 即 经 典 解 一 定 是 广义 解 ,而 且 只 要 所 考察 的 广义 解 具有 定 解 
问题 中 所 要 求 的 正则 性 , 它 就 应 该 是 经 典 解 。 

2. 强 解 一 种 最 常用 的 广义 解 是 通过 逼近 过 程 来 定义 的 ,下 面 以 波动 方程 的 柯 西 问题 
为 例 加 以 说 明 。 

如 第 一 章 中 所 指出 的 ,在 求解 波动 方程 的 柯 西 问题 


和 
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du | 2) 
于 4 dX 
(1.1) 
tp p(y = y(x,y) 
:=0 


时 ,如 果 gE€C,y€ Cc ,由 泊 松 公式 ( 见 第 一 章 (4.30) 式 ) 所 给 出 的 函数 u 就 是 柯 西 问题 的 
经 典 解 。 但 当初 始 条 件 的 正则 性 较 低 ,如 gE€C ,VEC' 时 ,由 泊 松 公式 所 给 出 的 函数 x 一 
般 不 再 二 阶 连续 可 导 ,因此 它 不 满足 经 典 解 的 定义 。 对 于 给 定 的 正则 性 较 低 的 (yp,y), 如 能 
找到 C3 函数 列 | op, | 与 C? 函数 列 | y, | ,使 (gy, ,y,) 与 (yg,y) 充 分 接近 ,而 且 以 (gp ,yi ) 为 初 
始 资料 的 柯 西 问题 的 解 u, 在 ”很 大 时 与 函数 wx 充分 接近 ,就 有 理由 将 wu 视 为 波动 方程 以 
(q ,由 ) 为 初始 资料 的 柯 西 问题 的 广义 解 。 下 面 我 们 利用 能 量 不 等 式 来 确切 地 表达 上 述 想 
法 ,并 给 出 在 这 种 意义 下 广义 解 的 严格 定义 。 

设 o(z,y) 及 其 偏 导 数 gp, (x ,y),q,(x,y) 是 平方 可 积 函 数 ,y(x,y) 也 是 平方 可 积 函 数 , 那 
么 总 可 以 通过 适当 方法 找到 CG 函数 列 | po, (z,y)| 与 C 函数 列 |y, (x,y)1, 使 得 当 n -> co 时 ， 

[ps Cry) — op rsy) zm > 0,) p(x,y) — px,y) | im, 一 0， 


(1.2) 
| Pr (X,Y) 四 A >0,| f(T,y) 一 pr,y) zon,) — 0. 


记 以 (gy, ,y ) 为 初始 资料 的 柯 西 问题 的 解 为 u, (zx,y,t)。 那 么 ,对 任意 的 n,m ,函数 
us (XT ,yt) 一 u(XT,y,t) 是 下 列 柯 西 问题 的 解 : 


us — a’(u,.+u,)= 0, 
(1.3) 
人 人 
由 (1.2) 容 易 得 到 ,在 2 ,m -co 时 ， 
pz,y) - po x,y > 0,) pr,y) — po Cx,y) zn, 一 0， ee 
人 
令 K 为 第 一 章 8$ 6 中 引入 的 锥 体 
(y= m0 (yp) (RT) (hes 
它 与 :=0 平 面 之 截面 为 圆 
Qo: (zr-x0) +(y-y) RR. (1.6) 
根据 第 一 章 中 建立 的 能 量 不 等 式 , 有 
| 过 
十 | Pry Pmy | ee， | pp | (1.7) 


由 (1.4) 知 ,不 等 式 (1.7) 的 右 端 在 n,m 一 吕 时 趋 于 零 。 于 是 ,1 u(x,y,t)| 按 均 方 模 构 成 
在 锥 体 K 上 的 一 个 柯 西 序列 ,从 而 根据 平方 可 积 函 数 的 性 质 知 ,存在 一 个 在 K 上 为 平方 可 
积 的 函数 x(z,y,z), 使 得 

| — alizr 一 0 (1.8) 
由 于 (1.5) 式 中 的 zx,,y ,R 都 是 任意 的 , 故 函 数 x(z,y,i) 实 际 上 在 整个 上 半空 间 上 之 0 都 
有 定义 , 且 u(xz,y,t) 是 波动 方程 以 (g(x,y),y (x,y)) 为 初始 资料 的 柯 西 问题 经 典 解 


Q@ ”例如 可 以 通过 g,y 与 下 节 例 2 中 定义 的 函数 xy 求 卷 积 的 方法 得 到 | ps | ,jw 
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u(x,y,t) 的 极限 。 u (x,，y,t) 就 称 为 柯 西 问题 (1.1) 的 广义 解 。 这 种 广义 解 也 称 为 强 解 。 
在 第 一 章 》 3 讨论 弦 振 动 方程 初 边 值 问题 时 ,如 果 初 始 资料 不 满足 定理 3.1 中 的 正则 
性 要 求 ,我 们 仍 可 用 分 离 变量 法 求 出 该 初 边 值 问题 的 形式 解 , 那 种 形式 解 也 是 强 解 。 
对 于 热传导 方程 和 拉 普 拉 斯 方程 的 各 类 定 解 问题 ,也 可 以 类 似 地 定义 强 解 。 
我 们 还 可 以 撤 开 定 解 条 件 而 单独 考虑 数学 物理 方程 的 强 解 。 仍 以 波动 方程 为 例 ,如 采 
f(x ,yt) 不 连续 ,而 只 是 平方 可 积 函 数 ,那么 波动 方程 
9 , /9°u du 
gr a (5)= zy (1.9) 
就 不 可 能 有 经 典 解 。 但 是 ,如 果 有 函数 列 |u, (xz,y,i) 首 与 1 f(z,y,t)| ,使 得 对 每 个 ,区 
数 u, (x ,y,t) 是 方程 
9 du, gu 
1 (1.10) 
的 经 典 解 ,而 且 当 ->co 时 ,zu(zyy,t) 与 f(z,y,t) 按 一 定 意义 分 别 收敛 (例如 平方 平均 
收 伍 ) 于 u(x ,y,i) 与 PFCzyy'ti), 则 称 u(x,y,t) 是 方程 (1.9) 的 强 解 。 
由 于 函数 的 逼近 可 以 按 不 同 的 意义 给 出 ,由 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ,数学 物理 方程 或 其 各 
类 定 解 问题 的 强 解 可 以 是 多 种 多 样 的 。 
3. 弱 解 另 一 种 最 常用 的 广义 解 是 通过 分 部 积分 的 方法 来 定义 的 。 
为 了 下 面 讨论 方便 , 先 介 绍 函 数 支 集 的 概念 。 对 于 一 个 C” 函 数 p(z) ,我 们 将 使 P(z) 
天 0 的 点 的 全 体 构 成 的 点 集 的 闭 包 称 为 o(z) 的 支 集 , 记 作 suppo( 工 ) , 即 
suppp(z) = [zx 1 g(x) 0|. (1.11) 
如 果 po(z) 的 支 集 是 R" 中 的 紧 集 , 则 称 p(xz) 具 紧 支 集 。 
回 到 广义 解 的 概念 的 讨论 , 仍 以 波动 方程 为 例 ,如 有 果 u(x,y,t) 是 方程 (1.9) 的 经 典 解 ， 
那么 ,对 于 任意 一 个 具有 紧 支 集 含 在 上 半空 间 1 之 0 中 ( 即 在 :<0 或 x*+y +t 充分 大 时 
等于 零 ) 的 适当 正则 的 函数 ( 称 为 试验 函数 ) p(x ,y,t) ,利用 格林 公式 , 必 成 立 


信和 -da = | fparayat. (1.12) 
由 于 在 (1.12) 式 左 端 关 于 z 的 偏 导数 都 已 转移 成 关于 9 的 偏 导 数 ,因此 ,在 p(x,y,?) 为 二 
阶 连续 可 导 的 假定 下 ,只 要 u 与 f 为 勒 贝 格 (Lebesgue) 可 积 , (1. 12) 就 有 意义 。 我 们 将 
(1.12) 视 为 方程 (1.9) 的 一 种 较 弱 的 形式 。 也 就 是 说 ,如 果 函 数 u(x,y,i) 可 积 , 又 对 于 任 
一 具有 紧 支 集 含 在 上 半空 间 i 之 0 中 的 二 阶 连 续 可 导 函 数 p(z,y,tz), 总 成 立 (1.12) 式 , 则 
称 u(x,y,t) 为 波动 方程 (1.9) 的 广义 解 。 这 种 广义 解 又 称 为 弱 解 。 

很 明显 ,如 果 我 们 对 (1.12) 的 左 端 只 进行 一 次 分 部 积分 ,就 可 得 到 


9op oo9u 2/9@9 ou dp odu 
ll (强攻 -。 [ 臣 革 + 如 于)]dzdyd | fparayar (1.13) 
3 R3 


它 是 方程 (1.9) 的 另 一 种 弱 的 形式 。 如 果 函 数 wx(z,y,i) 及 其 一 阶 偏 导数 可 积 , 又 对 于 任 一 
具有 紧 支 集 含 在 上 半空 间 i 之 0 中 的 具 一 阶 连续 导数 的 函数 p(z,y,t), 总 成 立 (1.13) 式 ， 
则 也 称 wx(z,y，,z) 为 波动 方程 (1.9) 的 弱 解 。 显然 ,这 种 弱 解 与 由 (1.12) 式 所 定义 的 弱 解 有 
所 区 别 ,因为 其 正则 性 的 要 求 稍 高 一 些 。 由 此 也 可 以 看 到 弱 解 定义 的 多 样 性 。 
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对 于 数学 物理 方程 的 各 类 定 解 问题 也 可 通过 分 部 积分 的 方法 来 定义 弱 解 ,这 里 不 一 一 
列举 了 。 

从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ,在 不 同 的 弱 解 定义 中 ,对 于 定义 式 中 所 引入 的 试验 函数 p 的 
正则 性 要 求 是 不 同 的 。 如 果 要 求 p 是 一 阶 连续 可 导 , 则 可 以 定义 一 阶 偏 导数 为 可 积 的 哗 
解 ; 如 果 要 求 p 是 二 阶 连续 可 导 , 则 可 以 定义 性 质 更 差 的 弱 解 , 它 可 以 只 是 一 个 可 积 聘 数 。 
由 此 可 想到 ,如果 将 所 取 的 试验 函数 范围 限 得 更 窗 , 即 要 求 p 有 更 高 的 正则 性 ,是 否 可 以 得 
到 意义 更 广 的 广义 解 。 在 下 一 节 中 我 们 将 引入 的 广义 函数 解 就 是 从 这 一 想法 引申 而 得 的 。 
但 是 ,为 了 导出 广义 函数 解 的 概念 , 先 要 将 函数 的 概念 进行 推广 。 


习 题 
1. 试 写 出 热传导 方程 柯 西 问题 与 初 边 值 问题 的 强 解 的 定义 。 


2. 证 明 波 动 方 程 的 经 典 解 一 定 是 强 解 ,也 一 定 是 弱 解 。 
3. 证 明 波 动 方程 的 弱 解 如 果 是 二 阶 连 续 可 导 函 数 , 则 它 必 定 也 是 经 典 解 。 


$2 广义 鹃 数 的 概念 


1. 广义 函数 的 物理 背景 ”在 上 一 节 中 我 们 讨论 了 偏 微分 方程 的 广义 解 , 即 在 “ 较 差 “的 
阴 数 类 中 寻求 相应 定 解 问题 按 拓 广 意义 下 的 解 。 但 在 前 面 的 讨论 中 ,性 质 最 “ 差 " 的 函数 也 
至 少 是 勒 贝 格 可 积 函 数 , 而 在 有 些 实 际 问题 中 ,还 可 能 会 遇 到 更 “ 坏 的 情形 。 

例如 在 弦 振 动 问 题 中 , 若 在 初始 时 刻 对 处 于 一 给 定位 置 的 弦 在 某 处 给 了 一 集中 冲 量 的 
作用 ,要 考察 该 弦 的 运动 。 这 时 ,集中 冲 量 可 以 视 为 作用 在 某 一 点 上 。 当 然 ,作为 一 个 实际 
的 物理 问题 , 冲 量 不 可 能 作用 在 一 个 严格 意义 的 数学 点 上 ,但 根据 我 们 的 生活 经 验 或 物理 实 
验 可 知 ,只 要 所 作用 的 冲 量 集中 在 该 点 邻近 的 一 个 很 罕 的 范围 里 ,在 一 段 很 短 的 时 间 内 对 弦 
的 运动 状态 起 主要 作用 的 是 所 作用 冲 量 的 大 小 ,而 该 冲 量 作用 范围 的 宽度 不 起 重要 作用 。 
因此 ,将 集中 冲 量 视 为 作用 在 一 点 上 ,更 方便 于 揭示 问题 的 本 质 。 但 是 ,车 将 这 样 的 问题 视 
为 一 个 弦 振 动 方程 的 柯 西 问题 , 弦 的 初始 速度 是 什么 呢 ? 

又 如 ,在 研究 热传导 问题 中 ,者 初始 时 所 给 定 的 物体 在 某 处 储存 一 定 的 热量 ,要 考察 该 
物体 以 后 的 温度 分 布 。 同 样 ,只 要 热量 储存 在 某 点 邻近 的 一 个 很 小 的 范围 内 ,以 后 对 该 物体 
温度 分 布 起 主要 作用 的 是 所 储存 热量 的 总 量 ,而 热量 储存 在 该 点 邻近 多 大 的 范围 内 对 以 后 
温度 分 布 的 影响 不 大 。 因 此 ,将 这 些 热 量 视 为 是 储存 在 一 点 处 将 更 方便 于 揭示 问题 的 本 质 。 
但 若 将 这 样 一 个 问题 视 为 热传导 方程 的 柯 西 问题 ,物体 的 初始 温度 分 布 又 该 如 何 给 定 ? 

在 其 他 物理 问题 中 也 会 有 类 的 情形 出 现 。 事 实 上 ,在 物理 上 经 常会 遇 到 一 些 集中 分 布 
的 量 , 例 如 集中 质量 、 集 中 电荷 .集中 冲 量 、 集 中 热量 等 等 。 以 集中 质量 为 例 , 设 在 一 直线 上 ， 
有 一 单位 质量 集中 在 原点 附近 ,如 果 其 集中 程度 很 大 , 即 其 分 布 的 范围 与 我 们 在 同一 问题 中 
所 遇 到 的 其 他 长 度 来 比较 小 得 可 以 忽略 ,这 时 ,简单 地 说 质量 集中 在 原点 是 方便 的 。 但 我 们 
知道 ,一 个 物体 中 的 质量 分 布 是 与 密度 分 布 相应 的 。 若 有 一 直线 棒 ,其 线 密 度 分 布 为 p = 


o(z) , 则 | o(z)dz 就 表示 在 [zx , x] 一 段 中 棒 的 质量 ;反之 , 若 已 知 每 一 段 棒 的 质量 , 则 
对 一 个 固定 的 点 x 来 说 , 取 一 包含 x 点 的 区 间 A! ,并 记 该 段 棒 的 质量 为 AM, 则 o(z)= 
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lim SA o 否 质量 集中 在 原点 , 则 当 x 了 关 0 时 ,p(x)=0, 而 当 xz=0 时 ， SY 在 Al 一 0 时 趋 于 


无 限 大 ,这 时 ,用 经 典 的 “每 点 对 应 一 个 函数 值 ” 的 函数 概念 就 无 法 表达 集中 质量 相应 的 密度 
分 布 。 那 么 ,相应 于 集中 质量 的 密度 分 布 是 什么 呢 ? 类 似 地 ,局 限于 经 典 函 数 的 概念 也 无 法 
表达 前 面 例子 中 涉及 的 集中 冲 量 所 对 应 的 速度 分 布 或 集中 热量 对 应 的 温度 分 布 等 。 由 于 实 
际 上 这 种 集中 分 布 的 量 常常 会 遇 到 ,所 以 很 需要 发 展 相 应 的 数学 工具 来 描述 它 。 历 史上 ,20 
世纪 30 年 代 时 ,物理 上 已 广泛 地 使 用 这 种 集中 分 布 量 来 讨论 各 种 问题 ,但 直到 四 五 十 年 代 ， 
才 逐 步 建立 了 严格 的 数学 基础 。 此 后 ,这 种 集中 分 布 量 就 不 再 是 一 种 不 合 常理 的 直观 表示 ， 
而 有 了 正确 的 .严格 的 数学 含义 。 这 反 过 来 也 给 物理 学 及 其 他 学 科 提供 了 一 类 新 的 数学 工 
具 , 从 而 促进 了 物理 学 及 其 他 学 科 的 发 展 。 

2. 广义 函数 的 数学 概念 ”以 下 我 们 将 不 限于 表达 "集中 质量 "所 对 应 的 密度 分 布 问题 ， 
而 讨论 如 何 扩充 经 典 的 函数 概念 ,并 将 被 扩充 了 的 函数 称 为 广义 函数 。 

为 了 引出 广义 函数 的 概念 ,我 们 先 考察 [a ,5] 上 的 平方 可 积 函 数 。 我 们 知道 ,如 果 
FF(z)EL [a,p], 则 它 以 下 列 方式 定义 了 :[a ,5] 上 的 一 个 线性 连续 泛 函 


FLp) = 《jp) = | /2) pC) dr, Vo(r)EL’'[a,b]. (2.1) 


反之 ,根据 黎 斯 (Riesz) 表 现 定理 知道 ,对 于 L*[a ,5] 上 的 任意 一 个 给 定 的 线性 连续 泛 函 ,就 
有 唯一 的 一 个 函数 F(z)EL [a,b] 与 之 对 应 ,并 将 这 个 泛 函 表现 为 (2.1) 的 形式 。 因 此 ， 
在 (2.1) 的 泛 函 表 现形 式 中 ,L? 函数 与 L*[a,6b] 空 间 上 的 泛 函 可 以 认为 是 等 同 的 。 从 而 ， 
今后 我 们 常常 将 L*[a ,6b] 函 数 与 空间 L*[a ,6b5] 上 的 泛 函 不 加 区 别 , 而 看 作 是 一 样 的 。 


如 果 考 察 L*[a ,5b5](p>2), 那 么 ,每 个 L'[a ,bb] 函 数 /(z) (其中 二 + 二 =1) 均 可 类 似 


于 (2.1) 定 义 一 个 L*[a,6b] 上 的 线性 连续 泛 函 ;反之 ,根据 泛 函 分 析 的 知识 知道 ,每 个 
L"La,6b] 上 的 线性 连续 泛 函 也 必定 可 表示 为 L*[a,65] 中 的 一 个 函数 。 由 于 p>2, 故 g<2 
<p, 这 样 ,L*[a,65b] 上 的 线性 连续 泛 函 就 比 原 空 间 的 函数 类 更 广 , 或 者 说 ,我 们 用 定义 泛 隐 
的 方式 得 到 了 一 些 不 属于 原 函 数 空 间 的 函数 。 

如 采 考 察 光滑 性 更 好 的 函数 空间 ,例如 考察 [a ,5] 上 的 连续 函数 全 体 C[a ,5]。 这 时 ， 
由 工 ,[a,65] 中 的 任 一 函数 ( 即 勒 贝 格 可 积 函 数 ) f(xz), 仍 可 类 似 于 (2.1) 定 义 一 个 C[a,6] 
上 线性 连续 泛 函 ,但 反 过 来 ,C[a ,65] 上 的 线性 连续 泛 函 却 不 一 定 可 用 某 个 常 义 函数 / 表示 
为 (2.1) 中 积分 的 形式 。 例 如 ,车 0€ (a,6), 则 对 任何 给 定 的 ep(z)E Cfa,5], 定 义 


FLp) = 2(0)， (2.2) 
就 得 到 了 一 个 线性 泛 卫 。 而 且 若 有 mw (z)EC[a,5], 当 >co 时 满足 
| 9, (zx) lo = max | 9, (并 ) | 一 0， 


则 Fw)=2(0) 一 0, 所 以 下 (p) 是 连续 的 。 但 是 却 找 不 到 一 个 可 积 函 数 f(x), 使 泛 攀 
F( oo) 表示 成 (2.1) 中 的 积分 9 
我 们 称 由 (2.2) 式 表达 的 泛 函 为 狄 拉克 (Dirac)8 函数 ,并 形式 地 记 为 FLp)=《6,p)。 


QD 事实 上 ,假若 有 这 样 的 函数 /(x) 存 在 , 则 可 以 证 明 它 在 任 一 不 含有 原点 的 区 间 [a,65] 上 必 几 乎 处 处 为 零 ,从 而 
在 ( 一,%) 中 f(x) 几乎 处 处 为 零 ,但 这 又 与 (2.2) 式 矛盾 。 


As 
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为 了 更 直观 地 了 解 6 函数 , 取 关 <min(lal,15|1), 并 引进 如 下 的 脉冲 函数 列 : 


1 h h 
hh -re 


0 = (2..3) 


h h 
0 a 全 +<- 或 < 全 4， 
则 利用 积分 中 值 定理 ,有 


| 5Cz)p(z)dz = | ,pr) dr = 9(6)， 
4 “7 


这 里 ec | -到 ,学 站 当 A->0 时 ,o(6)~o(0), 于 是 ,对 任意 给 定 的 og€ C[a,6]， 


lim | 5 (z)g(z)adz 0 


这 样 ,6 函数 可 以 看 成 是 由 2 (xz) 当 hh 一 0 时 按 下 述 意义 的 极限 (注意 ,不 是 经 典 意义 下 的 极 
限 ) :对 于 任何 给 定 的 连续 函数 gp ,有 
Lim Oo , 9) A (2.4) 

作为 5,(z) 的 极限 ,我 们 就 可 以 想像 8(z) 是 在 z 天 0 时 为 0,z=0 时 为 co 的 一 个 “函数 ”, 且 
其 积分 值 为 划 (注意 ,这 只 是 一 种 "想像 ,不 能 作为 S(z) 的 严格 数学 定义 1)。 按 (2.2) 式 定 
义 的 SCz) 就 是 我 们 前 面 所 说 的 集中 在 原点 的 单位 质量 的 密度 分 布 的 数学 表达 。 

从 前 面 的 讨论 中 可 以 想像 ,如果 对 出 现在 (2.1) 式 积分 中 的 p(x) 所属 的 消 数 类 要 求 越 
高 , 则 由 该 式 所 定义 的 泛 函 就 越 多 。 我 们 今后 就 将 定义 在 某 些 特定 函数 空间 上 的 线性 连续 
沁 肾 , 称 为 广义 函数 。 

3. 基本 函数 空间 ”从 前 面 的 讨论 可 见 ,广义 函数 作为 一 个 线性 连续 泛 函 与 它 作 用 于 哪 
一 个 函数 空间 密切 相关 。 为 了 一 般 地 定义 广义 函数 ,首先 要 将 we(z) 所 属 的 函数 空间 描述 
清楚 。 称 P(z) 所 属 的 函数 空间 为 基本 函数 空间 。 以 下 介绍 几 个 常用 的 基本 函数 空间 。 

(1) 空间 C”(R")。  C”(R") 中 的 元 素 是 在 R” 中 无 穷 次 连续 可 导 的 函数 (可 以 取 复 
值 )。 在 C”(R”) 中 引入 如 下 的 极限 关系 :大 wwEC”(R"), 且 对 了 "中 任 一 紧 集 ( 即 有 界 闭 
集 )K 和 任意 的 重 指标 a ,使 

ap, 一 09 

在 K 上 一 致 成 立 , 旭 称 wo, 一 0(C”(R" ))。C”(R") 也 记 为 ECR")。 

(2) 空间 C. (R" )。C。(R" ) 中 的 元 素 是 在 R” 中 无 穷 次 可 导 而 且 具 紧 支 集 ( 见 上 节 ) 的 
消 数 。 在 C”(R" ) 中 引入 的 极限 关系 是 :如 果 yp,€ C* (R"), 且 满足 

1) 所 有 w, 的 支 集 在 一 个 共同 的 紧 集 内 ; 

2) 对 每 个 重 指标 a ,在 上 述 紧 集 上 

9 0, 一 0 

一 致 成 立 ， 


QD 这 里 重 指标 a = (ai ,ay ,…,a,),as 是 (5 ) (二 ) (于) 的 简写 ,以 后 也 常用 这 种 写法 。 
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则 称 w, 一 0(C”(R"))。C>”(R" ) 也 记 为 9(R”)。 
现在 我 们 举 几 个 例子 。 
例 1 令 


reer a 
( | 2.5 
的 0 ， | 之 | 之 工 . ) 


容易 验证 p(z) 是 一 个 任意 阶 导 数 均 为 连续 的 函数 , 且 suppyp (xz) 为 单位 球 |xz| 志 1, 于 是 
p(z)EC:(R")op(z) 在 R" 上 的 积分 是 一 有 限 值 c, 从 而 可 以 适当 选取 正常 数 c 使 


x(z)= 一 p(7) 
也 是 C7 (R") 中 的 元 素 ,suppe(z) 为 单位 球 |z|<1, 且 | ,<(z)az = 1。 
在 单个 自 变量 的 情形 ,a(xz) 的 图 形 见 图 6.1。 


0.4 
0.3 
02 


0.1 


图 6.1 
例 2 记 a(x = (到), 风 a (Xx)EC”(R"),suppa. (zz) 为 球 |z| 达 e, 且 a.(z) 也 满 
足 
| ex)ar =1. 
这 里 引入 的 a.(x) 在 今后 的 讨论 中 将 常常 用 到 。 
例 3 设 R>1, 而 xs(Xx) 为 球 Ba(|xz|<R) 的 特征 函数 , 即 


(7) | 人 (2.6) 
A | 


Br (x)= be — ft)a(t)dadt 


= | 各 (Da(z - t) dt ， 
其 中 ec(z) 为 例 1 所 定义 的 函数 。B(z) 表 示 函 数 yg(z) 在 以 关 为 心 . 以 1 为 半径 的 球 中 
的 加 权 平 均值 。 容易 证 明 ,pz)E C，(R" ) , 且 在 |z| 委 尺 -1 时 ,6(z) 三 1。 
对 于 任 给 的 PEC” (R"), 作 gp,(xz)= B(xz)g(z), 则 pp,€ C7 (R), 它 在 |z| 委 "一 1 
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时 恒 等 于 g(x), 在 |x | 之 v+1 时 恒 等 于 零 , 而 且 当 vy 一 必 时 g,(z)>p(x)(C”(R"))。 由 
此 可 见 ,C.(R") 中 的 罗 数 是 很 多 的 , 它 构 成 C”(R" ) 中 的 稠密 集 。 
例 4 我 们 再 举 一 个 例子 说 明 C”(R") 与 C~(R") 中 的 极限 关系 的 不 同 。 取 xc(z) 为 例 
1 中 定义 的 函数 ,并 作 
0D,( 工 ) = w(Z i ep a 
则 当 "一 2 时 ,mw(z) 支 集 渐 趋 于 无 限 远 ,从 而 在 任 一 有 界 集 上 ,从 某 一 个 ， 值 起 , y= 二 0。 
这 样 , 按 C”(R" ) 的 极限 关系 来 说 ,有 gp, 一 0。 但 w(z) 的 支 集 不 可 能 被 一 个 有 界 集 所 包 
含 , 故 按 C，(R” ) 的 极限 关系 来 说 ,pw 大 0。 
(3) 空间 Y(R")。 如 果 定 义 在 R" 上 的 函数 wo(z) 满 足 如 下 人 性质 : 
1) ep(z) 为 及 "中 的 C” 函数 ; 
2) p(z) 在 无 穷 远 处 急速 下 降 , 即 对 于 任意 的 重 指标 < ,p, 在 R* 上 一 致 成 立 
imzr ap(z)=09， (327) 
则 称 w(z) 为 速 降 函 数 。 我 们 记 速 降 函 数 全 体 为 v(R"). 
Y(R" ) 中 的 极限 关系 规定 如 下 : 
如果 有 YY(R") 中 的 一 函数 列 | gp, (xz)1 ,对 任意 的 重 指标 a,p ,在 R" 上 一 致 地 成 立 
X99,(T)>0 (yoo)， 
则 称 w, 一 0(Y(R") )。 
例 5 ce €EY(R'). 
事实 上 ,对 任意 的 重 指标 c , 户 , 函 数 x*9 2 1 都 是 形 为 Corpe -0 的 项 的 和 ,而 当 |z| 


一 co 时 ,e 1" 比 z 的 任意 次 赛 都 更 快 地 趋 于 零 ,所 以 e -在 无 穷 远 处 是 速 降 的 。 
土 面 所 引进 的 三 个 基本 函数 空间 之 间 的 包含 关系 为 
C”(R")CSY(R)CC”(R")， (2.8) 
且 每 一 个 在 其 后 面 一 个 中 稠密 (因为 C” (R") 在 C” (R") 中 稠密 ,而 Y (R") 的 元 素 比 
C.(R" ) 的 元 素 更 多 , 则 自然 它 也 在 C”(R"” ) 中 稠密 )。 此 外 ,这 三 个 空间 的 极限 关系 一 个 
比 一 个 强 , 即 者 一 0(C”(R" )), 则 必 有 gp, 习 0(yY(R")); 又 若 yp, 一 0(Y(R')), 则 必 有 ww 
一 0CC (R"))。 
4. 9 (R')Y (R")6 (R") 广 义 函 数 “前面 已 说 过 ,广义 函数 就 是 基本 函数 空间 上 
的 线性 连续 泛 函 。 我 们 分 别称 C” (R")( 也 记 为 2 (R")) 上 的 线性 连续 泛 函 为 9 (R") 广 义 
函数 , 称 Y(R" ) 上 的 线性 连续 泛 函 为 “(R") 广 义 函 数 ,而 称 C”(R* ) 上 的 线性 连续 泛 函 为 
SC(R") 广 义 函 数 。 它 们 的 全 体 各 自 构 成 线性 空间 ,在 规定 了 相应 的 极限 关系 以 后 ( 见 下 节 ) 
就 得 到 相应 的 广义 函数 空间 , 仍 分 别 记 为 2 (R") 及 yy (R") ,< “(R")。 它 们 之 间 的 包含 关 
系 可 以 用 下 式 表达 : 
9(R") 卫 了 (R")OC(R’). (2.9) 
对 在 确定 的 基本 空间 上 定义 的 广义 函数 下 ,作用 在 该 基本 空间 中 任 一 给 定 元 素 o 的 值 可 记 


OD 这 里 a = (ai，…ya,) ,而 Ta 一 X91 i 
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为 F(g) 或 (FF,g), 后 者 也 称 为 对 偶 积 。 
下 面 举 一 些 广义 函 数 的 例子 。 
例 6 任 一 局 部 可 积 函 数 都 是 乡 广 义 函 数 。 
局 部 可 积 函 数 是 指 在 R" 的 任 一 有 界 区 域 上 均 为 可 积 的 函数 。 若 f(z) 是 这 样 的 函数 ， 


则 对 任 一 给 定 的 o(x)E C= (R*) ,积分 式 | f(x)o(x)dzr 有 意义 ,于 是 


(f, 9) = | 7(z)e(z)dz (2.10) 


定义 了 一 个 C”(R") 上 的 线性 泛 沙 。 当 gp, 一 0(C”(R”)) 时 ,由 于 gy, (xz) 的 支 集 都 含 于 某 有 
界 集 K 中 ， 


上 《jp) I max| y, | | f(x) 1 dr —0, 


故 (f, gv) 为 连续 。 于 是 上 就 定义 了 一 个 C” (R"“ ) 上 的 广义 函数 。 

特别 , 当 fxz) 为 ”上 的 连续 函数 时 ,有 F(z)E9(R")。 对 于 这 样 的 广义 函数 ALz)， 
才 可 以 说 到 它 在 特定 点 x。 的 取 值 ;而 对 一 般 的 广义 函数 ,说 到 它 在 某 点 x。 的 取 值 是 不 一 
定 有 意义 的 。 

例 7 6 函数 为 2,Y 或 < 广义 函数 。 

前 已 指出 ,$ 函数 作用 于 基本 空间 的 任 一 给 定 函 数 wp(z) 上 得 到 的 值 为 

(6,9) = 9(0). 

显然 ,这 是 一 个 线性 连续 泛 函 ,而 且 无 论 按 C”(R"),Y(R") 还 是 C”(R" ) 的 极限 意义 , 当 
p,(x) 习 0 时 ,都 有 gp,(0) 一 0, 所 以 6 函数 是 9 ,Y 或 6 广义 函数 。 

以 后 还 会 用 到 一 个 广义 函数 在 R" 的 一 个 开 子 集 上 取 值 的 概念 ,对 此 有 如 下 的 

定义 ” 若 有 一 广义 函数 TE9'(R") ,对 于 任 一 函数 gE C”(Q)( 即 pg€ECV , 且 其 支 集 
在 0 中 ), 都 成 立 

《T ,ep =0， 

则 称 工 在 Q 中 为 0, 或 者 说 工 在 2 中 取 零 值 。 

据 此 定义 ,对 广义 函数 T, , T, ,在 Q 中 TT 一 T; 取 零 值 ,就 称 Ti ,T: 在 0 中 相等 。 于 
是 ,一 个 广义 函数 可 以 在 R" 的 某 个 开 子 集 上 等 于 一 个 常 义 函 数 ,甚至 是 C” 光 滑 函 数 。 例 
如 ,6 函数 仅 在 含 原点 的 开 集 内 是 “广义 ”的 ,而 在 不 含 原点 的 任 一 开 集 上 , 取 值 恒 为 0。 

利用 上 述 概念 可 以 对 广义 函数 的 支 集 作 如 下 

定义 ”使 广义 函数 T 取 零 值 的 最 大 开 集 的 余 集 称 为 广义 函数 工 的 支 集 , 记 为 supp TT。 

易 见 ,对 于 广义 函数 工 与 基本 函数 w, 当 suppT 与 supp 9 不 相交 时 , 必 有 《TT, gp)=0。 

例 8 6 函数 的 支 集 为 原点 1O | 。 

在 结束 本 节 时 ,我们 指出 ,在 考虑 基本 函数 与 广义 函数 时 , 自 变 量 z 的 变化 范围 也 可 以 
不 是 整个 R* ,而 是 R" 中 的 某 个 开 集 Q。 这 时 ,只 要 将 有 关 定 义 中 在 R” 中 的 紧 集 改 为 在 Q 
中 的 紧 集 ( 即 与 0 的 边界 有 一 个 正 的 距离 的 有 界 闭 集 ) ,就 可 得 到 基本 函数 空间 C。( 0) 及 
C”(0) 等 ,而 相应 的 线性 连续 泛 函 就 分 别 是 9 (0) 及 8 (0) 广义 函数 。 


习 题 
1. 证 明 : 若 pg,(x)EC”(R?),J(y)EC7(R"), 则 g(xr)y(y)EC”(R’ XR ), 且 当 P,(z) 一 0(C- 
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(Ri )) 时 ,9, (x)y(y)>0(C™ (R’ x R” )). 
2. 证 明 在 本 节 例 3 中 引入 的 Br (xz) 为 C” 孙 数 。 
3. (1) 证 明 C: (R") 在 工 (R" ) 中 稠密 。 
(2) 证 明 C- (2) 在 L*(0) 中 稠密 。 


4. 若 P(x),Q(x) 为 常 系数 多 项 式 , Q(9) 为 将 Q(z) 中 的 用 了 -代替 后 所 得 到 的 偏 微 分 算 子 , 则 


下 列 条 件 等 价 : 
(六 人 (全 区 (了 
(2) P(r)Q(9)p(r)E YR’'), 
(3) Q(Ga)(P(z)p(z))EY(R")。 
. 同 第 4 题 的 记号 , 试 证 v 一 2 时 下 列 命题 等 价 . 
(1) 9,(r)—>0 (YY(R’)), 
(2) 对 任意 给 定 的 P(z),Q(z),P(z)Q(a)p,(z) 一 0 在 R 上 一 致 成 立 ， 
(3) 对 任意 给 定 的 P(z),Q(Cz),Q(I)(P(z)ep,(z))->0 在 了 R*” 上 -一致 成 立 。 
6. 证 明 : 若 f(x)EL?(R"), 则 它 是 一 个 Y “广义 函数 。 
7. 判断 下 列 一 元 函数 属于 哪些 广义 函数 空间 ? 


nN 


(1) sin x; 

(2) x; 

(3) 

CE 1， iz| 志 1,， 
6 0， 工 >1. 


3 三 义 男 数 的 性 质 与 运算 


本 节 着 重 讨论 9 广义 函数 的 一 些 基 本 性 质 与 运算 规则 。 如 不 加 特别 说 明 ,它们 对 于 
y ,广义 函数 也 是 适合 的 。 

1. 广义 函数 的 极限 ”广义 函数 的 极限 可 以 有 多 种 定义 ,这 里 仅 介绍 一 种 常用 的 弱 极 
限 ,并 简称 为 极限 。 若 有 一 列 广义 函数 | T, | ,对 于 基本 函数 空间 中 任 一 给 定 的 元 素 o, 当 & 
一 co 时 成 立 

《Ti ，,p) 一 0， (3.1) 

则 称 T 弱 收 敛 于 零 , 或 简称 T, 收敛 于 零 ,T 以 零 为 极限 等 。 如 果 T, -本 的 极限 是 零 , 则 
称 T 的 极限 为 工 , 记 为 工 一 下 。 

根据 这 一 定义 就 可 以 知道 ,在 8 2 中 定义 的 8 (xz ) 确 实 是 弱 收 敛 于 S(z) 的 。 

其 他 的 函数 列 也 可 以 以 S(z) 为 极限 。 例 如 在 一 元 函数 的 情形 , 取 


1 sin vr 
RS 


则 对 任 一 给 定 的 C” 函数 2(z), 利 用 黎 曼 一 勒 贝 格 (Riemann-Lebesgue) 引 理 知 当 >co 时 


《fismy 元 | Ap(r)dzr ~ p(0) = (6, 9), 
因此 f. 一 6。 
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2. 广义 函数 的 导数 ” 设 了 为 广义 函数 ,定义 了 关于 的 偏 导 数 了 一 为 满足 下 述 要 求 
的 广义 函数 : 
oT 于 9 0 二 四 
了 9 ST YoE CL, (R ) . (3.2) 


由 于 从 gE C= (Re ) 可 以 推 知 39 EC”(R"), 且 从 gp 一 0(C?(R")) 可 以 推 知人 一 
9 x ee 


0(C”(R")) ,所 以 ,(3.2) 式 确实 定义 了 一 个 (RR") 广 义 函 数 二。 容易 验证 , 当 了 具有 一 


阶 连 续 偏 导数 时 ,这 一 定义 与 普通 偏 导数 是 一 致 的 。 
类 似 地 ,可 以 定义 高 阶 偏 导数 。 对 于 重 指标 a 有 
(a° T,p) = (-1)” (Tayg)，VpEC: CR )， (3.3) 
其 中 | xl 表示 a, + a; +… + a,。 于 是 容易 得 到 广义 函数 的 以 下 一 些 性 质 。 
性 质 1 广义 函数 的 任意 阶 导 数 存 在 。 
性 质 2 广义 函数 的 导数 与 求 导 的 次 序 无 关 。 例 如 ,就 二 阶 导 数 而 言 , 有 
IT 9°T 
5z5z azazi 


这 是 因为 对 任 一 给 定 的 PE Ce (R" ) 成 立 


《二天 2 4《T, 守 和 拓 > 《TF > - - 4《 寺 区， ?> 

性 质 3 车 广义 函数 序列 | | 按 弱 收 敛 的 意义 以 f 为 极限 , 则 对 于 任意 重 指标 a ,成 立 
0 = 三 

例 1 考虑 Heaviside 函数 


(3.4) 


js 让 这 0， 

0，rK 奈 0. 

作为 一 个 常 义 函 数 来 说 , H(z) 在 x =0 处 不 存在 导数 ,但 作为 广义 函数 , 它 在 R 上 可 导 。 
事实 上 ,对 于 任 一 给 定 的 PE C。(R ) ,有 


d “ad 
-< 和 >》 =- 


= og(0) = (6,9), 


H(x) = (3.5) 


所 以 
dH(z)=6(x). 
dx 
3. 广义 函数 的 乘 子 设 工 为 广义 函数 ,a(z)EC”(R*) , 则 定义 c 与 工 的 乘积 xT 为 
(oaT,p) = Tap)，VYVpEC: CR )， (3.6) 
由 于 从 gE€ C”(R") 可 以 推出 cpE CC (R" ) ,又 从 思 一 0(C (CR )) 可 以 推出 xp, 一 
0(C”(R")) ,所 以 (3.6) 式 确实 定义 了 一 个 广义 函数 。c(z) 称 为 乘 子 。 


@ 对 于 yw(Ro) 广 义 函 数 , 它 的 乘 子 在 无 穷 远 处 的 增长 性 应 加 上 一 些 限制 ,如 任 一 有 界 的 或 增长 速度 不 超过 多 项 式 
的 C” 函数 都 可 以 作为 y(R") 广 义 函 数 的 乘 子 。 


忆 we \ 
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结合 (3.3) 与 (3.6) 式 可 知 ,以 C” 函数 为 系数 的 线性 偏 微分 算 子 
P(x,9) = >,as(z)a* (3.7) 


lal 守 mm 


作用 于 广义 函数 工 是 有 意义 的 ,从 而 我 们 可 以 在 广义 函数 的 意义 下 考察 偏 微分 方程 (例如 
波动 方程 .热传导 方程 . 拉 普 拉 斯 方程 等 ) 

忆 ( 和 9 下 = 4. (3.8) 
如 有 果 广 义 函 数 x 满足 (3.8) 式 ( 即 zx 为 (3.8) 的 广义 函数 解 ) ,就 表示 对 任 一 给 定 的 C” 函数 
p ,成 立 


(9 (3.9) 
其 中 P* (zx,9)g= >)，(-1)iavas(z)o)。 对 照 $ 1 中 弱 解 的 定义 , 偏 微 分 方程 的 广义 
函数 解 可 以 看 成 是 更 弱 意 义 下 的 弱 解 。 


4. 广义 函数 的 卷 积 若 f(z),g(z) 为 两 个 LI(- co,co) 函 数 ,它们 的 卷 积 为 
(xs)(z) = | for- yay) dy. 
当 z,y 在 R" 中 变化 ,f,g 为 L'(R") 中 的 元 素 时 ,也 可 相应 地 定义 卷 积 为 
(fx g)(z) = | ,f(z - yal(y)dy. (3.10) 
如 果 将 /x g 视 为 乡 广 义 函数 ,将 其 作用 于 任 一 给 定 的 C”(R") 函数 o(x) 上 ,就 有 
((f x g)(z),p(z))= | ep(z)| fz - y)g(y) dydr 


| (rdz 本 >)7(z)8(y>)ay jaz 
= (f(z),(g(y), 9(zx + y))) 


= (g(y), (f(r), p(xr + y))). (3.11) 
相应 地 ,我 们 定义 两 个 广义 函数 S,T 的 卷 积 为 
(Sx*T,p)= (S,,(T,,p(r +y))),Vo EE C*(R"). (3.12) 


这 里 S$,T 的 下 标 ,y 表示 它们 是 分 别 作 用 在 C” (R* ) 与 C. (R, ) 上 的 广义 函数 。 

这 里 要 指出 两 点 。 一 是 并 非 任何 两 个 广义 函数 都 可 以 求 卷 积 ,但 是 只 要 两 个 广义 函数 
中 有 一 个 是 8 广义 函数 ,它们 的 卷 积 就 存在 。 二 是 如 果 两 个 广义 函数 可 以 求 卷 积 的 话 , 求 
疮 积 的 次 序 是 可 以 变换 的 , 即 Sx T=Tx S。 这 两 个 事实 的 详细 证 明 在 本 书 中 从 略 , 有 兴 
趣 的 读者 可 以 参看 有 关 广 义 函 数 的 著作 。 

关于 广义 函数 的 卷 积 还 有 如 下 的 性 质 (假定 下 面 所 写 出 的 卷 积 都 是 存在 的 )。 

性 质 1 (RxS)x*T= Rx(SxT). (3.13) 

事实 上 ,上 式 两 端 对 于 任 一 C” (R") 中 的 函数 9 的 作用 都 可 表示 

(R,,(S,,(T.,p(r+ yt+z)))). 
性 质 2 Sx T=T. (3.14) 
因为 对 任 一 给 定 的 PE C”(R"), 有 
(‘6¥*T,p)= (T,,(6,,9(zr + y))) 
(T,, v(x)) = (T, 9). 
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性 质 3 2 (3.15) 


其 中 3, 表示 3 -。 因 为 对 任 一 给 定 的 PE C”(R"), 有 


(9,T, ,p(x))=- (T,,9.9(7)) 
Ee (T,,《6,,9.9(x 3) 
< (T,,((96),, p(x + y))) 


= (9,6 * T, 9). 
性 质 4 a,(Sx*xT)= (9, S$S)* T= Sx9,T. (3.16) 
事实 上 ,利用 前 面 几 个 性 质 可 得 
93,(S*T)= (9,6)*x (Sx*T) 
= (9,6x*x S)x*xT 
= 9.S* TT. 


类 似 地 可 得 9; (S * T)= Sx*x9,T. 
根据 (3.16) 式 ,如 果 有 一 个 常 系数 的 线性 偏 微分 算 子 P(9)= 0 作用 于 两 个 广 


义 函 数 的 郑 积 上 ,也 只 要 将 它 作 用 于 这 两 个 中 间 的 一 个 就 行 了 ， 即 成 立 
P(9)(Ex T) = (P(3)E)*T. (3.17) 
习 题 


1 将 在 第 -象限 中 为 1, 其 外 为 0 的 二 元 函数 了 视 为 广义 函数 , 求 3 了 工 ,3 工 及 于 -了 


2. 证 明 : 若 工 为 乡 广义 函数 ,a 为 终 (R") 的 乘 子 , 则 
9,(aT)=9,a* T+a*9T. 


droy 


3. 设 


xz“ ， I 之 1， 
f(xr)= 
T rr<1, 


试 求 红 ,5 ad” SR 了 


训 


4. 用 


《< 入， p> =- CT,F2> ， V gE I (R") 
来 定义 Y“(R") 上 的 广义 函数 的 导数 。 试 证 村 -是 “(R") 上 的 一 个 线性 连续 映射 。 


5. 车 a(xz)EC (RR"), 证 明 a(x)6(xr)= a(0)6(zx)。 
6. 若 a.(x) 为 上 节 例 2 中 定义 的 函数 , 试 证 
(1) 车 wp(z)EC”(R"), 则 axp 一 p(CC (R")). 
(2) 若 p(z)EC- (CR ), 则 ax9p 一 PC(C (CR )). 
7. 设 wu(z) 为 上 节 例 2 中 引入 的 函数 , 试 证 当 e 一 0 时 a,(x) 弱 收 钱 于 SCz)。 
8. 试 证 下 列 函 数 作为 广义 函数 弱 收 敛 于 6(x): 


(1) (4xt) Yexp( -天 | (1:—0), 


SA 
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a ee 


34 广义 函数 的 傅 里 时 变换 


本 闻 中 我 们 介绍 广义 函数 的 傅 里 叶 变 换 。 它 是 经 典 的 传 里 叶 变 换 的 推广 ,但 是 由 于 有 
广义 函数 理论 作为 基础 ,就 可 以 去 掉 原 先 在 定义 与 应 用 中 对 函数 所 加 的 一 些 限制 .使 传 里 时 
变换 成 为 更 为 灵活 与 有 力 的 工具 ,在 近代 偏 微分 方程 理论 的 研究 中 被 普遍 使 用 。 

1. yY(R ) 上 的 全 里 时 变换 由 于 Y(R") 中 任 一 函数 绝对 可 积 ,对 于 任 一 给 定 函 数 
f(z)EY(R"), 可 以 像 第 二 章 中 那样 定义 其 健 里 叶 变 换 


We | (4.1) 
同样 ,对 于 任 一 给 定 的 g(&)E€ Y(R"), 可 以 定义 其 健 里 叶 逆 变换 
-1 有 人 
FIg] = pny) .se(6)er eas， (4.2) 
且 由 于 f(x) 是 连续 可 导 的 ,所 以 有 
[A (4.3) 


下 面 我 们 列举 Y(R" ) 空 间 上 伟 里 叶 变 换 的 一 些 性 质 ,其 中 有 些 性 质 在 一 个 自 变 量 的 情形 已 
在 第 二 章 中 证 明 过 ,这 里 不 再 作 类 似 的 证 明 。 在 今后 的 讨论 中 ,有 了 时 为 了 便于 表明 伟 里 叶 变 
换 F[/] 的 自 变 量 ,也 记 F[ /] 为 f(&)。 
性 质 1 傅 里 叶 变 换 是 线性 变换 , 即 对 任意 复数 a, ,a, ,成 立 
Flafitafr] = aF[f] + a,F[f,]. (4.4) 
性 质 2 侍 里 叶 变 换 将 微分 运算 变 为 乘 以 军 函 数 的 运算 , 反 过 来 也 将 乘 以 短 亢 数 的 运 
算 变 为 微分 运算 , 即 成 立 


FLl9,f] = i& FLf], (4.5) 
Pla] 二] (4.6) 
le la GD 
RCSe)™ | (4.8) 
性 质 3 傅 里 叶 变换 将 卷 积 运算 变 为 乘法 运算 ,反之 ,将 乘法 运算 变 为 卷 积 运算 . 即 成 
和 
Flfxg]= F[f]j: Flg], (4.9) 
F[f.:g]= (2x) "F[f]xF[lg]. (4.10) 


性 质 4 传 里 叶 变换 建立 了 一 个 从 Y(R") 到 Y(R") 的 同 构 对 应 。 
证 ” 先 证 明 对 于 任 一 给 定 的 fE 以 (R"), 经 过 健 里 叶 变 换 后 仍然 是 速 降 函 数 。 事 实 上 ， 
由 性 质 2 知 , 对 于 任意 的 重 指 标 a ,p ,成 立 
ie 不 [让 = | .3° r)]e "dz. (4.11) 


由 于 9 [x*f(x)]€EY(R"), 故 对 于 任意 给 定 的 正 整数 
(1+|1x|) 1a"[xzep(z)]| 
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在 R" 中 有 界 。 选 取 & 使 
ER = oo 
| ,mre< 


就 有 


| 9?F[f] <|, 19°[x’f(x)] | adr 
a i 2 \k a 让 
- 人 tl 1) 1a [zef(z)] | dx 

之 C. sup (1 +| zx1):19°[x*f(rx)]|. (4.12) 


ER 
这 说 明 , 对 任意 的 a,p, 都 有 9*F[f] 有 界 , 从 而 FL[f]EY(R")。 同 时 可 知 , 当 f. 一 0 
(Y(R")) 时 ,也 有 FF[f.]>0(Y(R”))。 因 此 , 健 里 叶 变 换 是 一 个 从 Y(R") 到 Y(R" ) 的 线性 
连续 映射 。 

再 注意 到 健 里 叶 逆 变换 的 形式 与 健 里 叶 变 换 的 形式 是 相似 的 , 同 理 可 知 健 里 叶 逆 变换 
也 是 XY(R" ) 到 Y(R") 的 线性 连续 映射 。 因 此 , 健 里 叶 变 换 建 立 了 一 个 从 Y(R") 到 YY(R") 
的 同 构 对 应 (保持 线性 结构 与 极限 关系 不 变 )。 

由 于 C”(R" ) 中 的 任 一 函数 不 一 定 可 进行 健 里 叶 变 换 , 而 C”(R" ) 中 的 函数 经 过 傅 里 
叶 变 换 后 一 般 不 再 在 C”(R" ) 中 ,所 以 健 里 叶 变 换 建立 从 Y(R” ) 到 Y(R" ) 间 的 同 构 对 应 这 
一 事实 使 Y(R") 及 其 上 的 广义 函数 空间 Y (了 R") 在 研究 傅 里 叶 变 换 中 起 着 重要 的 作用 ,这 
也 正 是 引进 速 降 函 数 空间 Y(R" ) 的 目的 。 

2. % (R") 上 的 人 备 里 时 变换 “对 于 任 一 给 定 的 y”(R") 广 义 函 数 工 ,定义 它 的 傅 里 叶 
变换 下 [全 为 

(FLTI oY KT Pl "VoE YR (4.13) 
前 面 已 经 指出 , 若 gE€ YXY(R"), 则 Flg]EY(R’), 且 着 pp, 一 0(Y(R")), 则 Fly,] 一 0 
(Y(R")), 于 是 (4.13) 式 确实 定义 了 一 个 XY (R") 广 义 函 数 。 同 样 ,可 定义 广义 函数 了 的 
健 里 叶 首 变换 下 ”“[ 丁 为 
(FI'[T],¢g) = (T,F [og]), Vo € (RR"). (4.14) 
如 果 工 是 R* 上 的 绝对 可 积 函 数 , 则 对 任 一 给 定 的 函数 pg€ Y(R"), 有 
(FLTI 0)= (TyFLp)) 


= 加 人: 5e ‘dé T(z) dz 


= | (NT)e "dr )o( ea, 


€ 了 


所 以 FLT]= | ,T(z)e ”sdr。 这 说 明 按 经 典 意义 可 以 进行 传 里 叶 变换 的 函数 , 按 广义 函 


数 意义 也 可 以 作 傅 里 叶 变换 ,而 且 两 者 相等 。 这 样 ,前 面 的 讨论 就 大 大 扩充 了 傅 里 叶 变 换 的 
概念 与 应 用 范围 。 

例 1 求 $ 函 数 的 傅 里 叶 变换 。 

对 任意 给 定 的 PE YX(R"), 由 于 


AN 


和 


要 
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(FLSCz -a)],g)= (8(x - 4a) ,FLp]， 
= (6(z - a), | (6)e et) 


= | (ee ed 


人 
所 以 
FLS(z -a)] = e 2 
特别 , 当 a 取 0 值 时 ， 
FS(z)] = 1. 
例 2 求 浮 数 e“ 的 健 里 叶 变 换 。 
对 于 任 一 给 定 的 pg€ Y(R"), 记 FLg]=y, 则 F-!'[y]=o, 故 有 
(Fle™],g)= (ee ,Fop]， 


一 | evdz ) dz 


= (2rj)"p(a) 
= 《((2x)"6(é€— a),9), 
从 而 
Fle”] = (2x)"6(€ - a). 
特别 地 , 当 a =0 时 有 
F[1] = (2x)"6. 
下 面 列举 Y” (R") 广 义 函 数 的 傅 里 叶 变 换 的 部 分 性 质 。 
性 质 1 健 里 叶 变 换 建立 了 一 个 Y (R?") 到 尖 / (R” ) 的 同 构 对 应 。 


(4.15) 


(4.16) 


(4.17) 


(4.18) 


线性 同 构 是 明显 的 。 为 说 明 这 个 对 应 保持 极限 关系 不 变 ,考察 在 wy (R" ) 中 以 0 为 极 


限 的 序列 T,。 由 于 对 于 任意 给 定 的 p EY(R"), 有 Flwle yy(R"), EH 


PLT Py 


(4.19) 


所 以 由 也 一 0 知道 (T,,F[g]) 一 0, 也 就 是 (F[T,] ,yg)-0, 从 而 F[T,] 也 收敛 于 0。 这 样 ， 
按照 4R ) 中 的 极限 关系 , 侍 里 叶 变 换 建立 了 一 个 线性 连续 映射 ; 同 理 , 健 里 叶 逆 变换 也 


是 这 样 的 映射 ,这 就 证 明了 性 质 1。 
性 质 2 车 TE YY (R"), 则 
F [FI[T]] = TT. 
证 因为 对 任意 给 定 的 gE€ YY(R"'), 成 立 
CE TEFLTI DS CRT Le) 
= 《Trlr [oI] Ty 
性 质 3 车 TE YY (R"), 则 成 立 
F[3,T] = i&F[T], 
Fla 


i EF[T], 


(4.20) 


(4.21) 
(4.22) 


(4.23) 
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Fl(-i)" zx"T] = 39°F[T]. (4.24) 
证 我 们 只 就 (4.21) 加 以 证 明 。 对 于 任 一 给 定 的 PEY(R" ) ,有 
(FloaiT,p)= (3T,FLp])=-(T,aF[p]) 
=—(T,Fl- ié9]) =- (F[T], - ié,9) 
= (ié FL[T], 9), 
从 而 (4.21) 式 成 立 。 其 他 几 式 的 证 明 相 仿 。 
性 质 4 与 Y(R") 上 的 健 里 叶 变 换 相 类 似 ,y” (R") 广 义 函 数 的 健 里 叶 变 换 也 将 乘积 运 
算 变 换 成 卷 积 运算 ,将 卷 积 运算 变换 成 乘积 运算 。 但 由 于 任意 两 个 3” (R") 广 义 函数 的 乘 
积 或 卷 积 不 一 定 存在 ,所 以 有 关 等 式 的 成 立 是 有 条 件 的 。 例 如 ,我 们 有 : 
如 果 PEY(R"),TEY (R"), 则 


Flgx*xT]= Flyg]. FLT]; (4.25) 
又 如 果 REE(R"),TEY (R"), 则 
F[Rx T]= F[R].:. FI[T]. (4.26) 
这 两 个 等 式 在 此 不 详细 证 明了 。 
习 题 


. 证 明 (4.11) 式 。 
. 证 明 (4.22),(4.23) 及 (4.24) 诸 式 。 
. 已 知 P(z) 为 多 项 式 , 试 求 P(z) 与 P(x)e” 的 健 里 叶 变 换 。 
. 设 fEY (R" ). 试 证 下 列 诸 条 件 等 价 : 
(1) 9°f€EL’(R"), VY lal<m, 
(2) & f(E)EL(R’), VY lalSm, 
(3) P(E€) f(&)EL’(R") 对 所 有 次 数 不 超 过 m 的 多 项 式 P(&) 成 立 ， 
(4) (1+1é€l°)"? f (86)EL’(R"), 


全 
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本 节 讨 论 广义 函数 在 数学 物理 方程 中 的 应 用 ,并 介绍 基本 解 的 概念 。 
1. 柯 西 问题 的 基本 解 ” 先 以 热传导 方程 的 柯 西 问题 为 例 引 入 柯 西 问题 基本 解 的 概念 
以 及 柯 西 问题 的 相应 求解 方法 。 已 知 热传导 方程 的 柯 西 问题 为 


9u ; 9°u 
国 -ee (5.1) 
u(x,0) = uo(x), 
今 在 广义 函数 的 意义 下 来 考察 这 一 定 解 问题 。 当 初始 值 wo(z) 取 成 (zx) 时 ,问题 (5.1) 的 
解 就 称 为 热传导 方程 柯 西 问题 的 基本 解 。 
现在 来 求 该 柯 西 问题 的 基本 解 。 将 它 记 为 EE, 则 E 满足 
aFE ,9°E 
{7 J (5.2) 
E(xr,0) = 6(x). 
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将 上 两 式 的 两 端 分 别 对 变量 x 作 健 里 叶 变 换 ,得 到 
dE 2 2 产 
他 Qs FE, 
El|,., Ss 
其 解 为 
E(s,1)=e “". 
求 其 健 里 叶 逆 变换 , 即 得 热传导 方程 柯 西 问题 的 基本 解 为 
2a J oe) 
相应 地 ,热传导 方程 柯 西 问题 (5.1) 的 解 为 
u(xX,t)= E(x,t)x u(r) 


E(w Fe 


£)” 


] 5 ( 
|e 4a Ce， (5.4) 


在 这 个 卷 积 中 视 变量 1 为 参数 。 

容易 看 到 ,这 里 的 求解 过 程 与 最 终结 果 和 第 二 章 中 的 推导 是 一 致 的 。 

也 可 以 直接 利用 广义 函数 的 性 质 验 证 由 (5.4) 式 给 出 的 u(x ,i) 是 问题 (5.1) 的 解 。 事 
实 上 ,我 们 有 


i julr,t)= (元 a Ds)(E(r,0)* uo (x)) 


= (元 -a’ EC < uo(x) 
=0*azx(z) = 0. 
u(r,0) = E(x,0) x u(r) = 6(z)xaua(zr) = u(r). 
下 面 我 们 利用 健 里 叶 变 换 来 求 三维 波 动 方程 柯 西 问题 的 解 。 
先 求 下 述 柯 西 问题 的 解 EE: 


aE  ,/9°E 9°E 9°E 
Be 全 人 © 
下 上 = 0， 


aFE (5.6) 


可 六 到 OCS 


并 称 了 为 三 维 波动 方程 柯 西 问题 的 基本 解 。 将 这 些 式 子 关于 变量 TT1s X73 进行 健 里 叶 
变换 ,得 到 


:= 人 0 


一 


2 
Sr t+a’(sts+s:+s)E=0, 
El,.,=0, 

a 
J 


这 个 问题 的 解 为 
le 


ap 


$S 基 本 解 167 


再 求 其 傅 里 叶 逆 变 换 
E(x, 5 ;2 Ee wy|, 2 a ds, As; EA 
2 1 sin COL is.x 2 
各 i), | e 0 dw dp, 


这 里 已 将 R 上 的 积分 化 成 在 单位 球面 S: 上 的 积分 与 关于 矢 径 o 的 积分 。 在 球面 上 建立 
以 z; 方向 为 北极 方向 的 球面 坐标 (92,p) , 则 有 
SX Or cos 0 (r=|xz|l=V xrit rit+ ri), 
dw = sin 0 dy, 
从 而 


oo pA PI 和 
E(x),x2,x311t)= | | CS Ce Sing d0 dy dp 
(2x) Jo JoJo a 
1 Ce 加 
-tarya), noe (| ee sin 940 ) do 
= | 2 sinapt * sinprdp 
1 A 
lim | [cos pl(r—at)—cosp(rt+ ct ) Jdp 
0 


4 ar A*~ 


sinA(r—-at) sinA(r + at) 
An’ ar A*% r—at r+ar 


由 于 我 们 只 考察 区 域 :>0, 故 恒 有 r+ at >0。 这 样 ,作为 广义 函数 的 极限 ,括号 中 前 一 项 是 
x6(r 一 at)( 见 $3), 而 后 一 项 为 0, 于 是 得 三 维 波动 方程 柯 西 问题 的 基本 解 是 


太志 SCr 一 at) (5.7) 


4 xar 


利用 (5.7) 可 以 得 到 下 述 三 维 波动 方程 柯 西 问题 


人 
Tb 0 (5.8) 
Ce _ p(X1, X23, Ti) 
的 解 为 
u(rz,t)= Ex*xoy. (5.9) 
现 写 出 (5.9) 的 解析 表达 式 。 由 (5.7) 式 ,有 
| (E)de. 


Rz 4ra | 工 一 E| 人 
仍 记 |z- 6 为 ,将 关于 的 积分 化 成 以 z 为 中 心 的 球 坐 标 来 进行 ,并 以 


1 . 
[9], = re (和 sin 0 cd0 dp 


El 


记 消 数 9 在 球面 |x - &|=r 上 的 平均 ,就 得 到 


a(x,t)= | Or - at).4r[v],: rdr . 
0 nar 


AN ” AN 
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三 二 | sr 一 Cr) rl ol],dr 


= tg], 


= (5.10) 
这 个 表达 式 与 第 一 章 中 的 (4.30) 式 一 致 。 
三 维 波动 方程 柯 西 问 题 的 解 也 可 以 直接 从 对 (5.8) 进 行 侍 里 叶 变 换 来 求 出 ,最 后 自然 应 
得 到 与 (5.10) 相 同 的 结果 。 
2. 调和 方程 的 基本 解 ”以 下 讨论 调和 方程 的 基本 解 。 若 有 一 广义 函数 下 E9(R"), 满 
足 
AE = 6, (5.11) 
则 称 E 为 调和 方程 的 基本 解 (也 称 为 调和 算 子 的 基本 解 )。 更 一 般 地 ,如 果 给 定 一 个 mx 阶 
党 系数 偏 微分 方程 
P(o)x 三 Da.9 = 0， (5.12) 


| el ss nm 


若 能 够 找到 一 个 广义 函数 EEW(R"), 使 
P(a)E = 9 (5.13) 
成 立 , 则 称 上 为 方程 (5.12) 的 基本 解 。 
如 果 已 经 知道 了 方程 (5.12) 的 基本 解 ,那么 , 非 齐 次 方程 


P(9a)u=f (5.14) 
的 解 通常 就 可 以 通过 卷 积 方法 得 到 。 事 实 上 , 若 正 * f 存在 , 则 由 $3 关于 卷 积 的 性 质 可 知 
P(9)(E*f)= (P(I9)E)*x* /= SGx 太 = (5.15) 


所 以 E* /就 是 方程 (5.14) 的 解 。 这 样 ,与 柯 西 问题 的 基本 解 相仿 , 偏 微分 方程 的 基本 解 也 
可 以 用 来 构造 其 它 解 ,或 用 于 讨论 解 的 性 质 。 

以 下 给 出 调和 方程 基本 解 的 具体 形式 , 先 考虑 二 维 的 情形 。 由 于 二 维 调和 方程 在 平面 
坐标 的 旋转 变换 下 形式 不 变 ,我 们 考虑 只 依赖 于 向 径 > 的 基本 解 下 (>)。 在 极 坐标 (r ,9) 中 
拉 普 拉 斯 算 子 的 形式 为 

9” ,1 9 1 3 
pe 
对 于 任 一 给 定 的 C” 函数 p, 以 3(r)= 到 |，g(r,b)d6 表示 g(r,0) 在 半径 为 的 圆周 上 


的 平均 , 则 g(r) 与 9 无 关 , 且 > 充分 大 时 p(r) 三 0, 又 易 知 成 立 
5- (过 下) 二 rom 


nt 


2 


二 
1 ri2*/ 9? 1 9 1 3 


r 


这 样 ,对 于 基本 解 EE 有 
(AE ,p) = (E,Agp) 
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= 27| FE(r)Ap ， rdr 
0 
= 2z| E(r)Ap :rd 
0 
. d/_ ad- 
= 2zx| E(r) G(r hp) )ar 


Oo 


= 2x [En)r Sp] | EG)r gp(r)ar 


上 式 右 端 第 一 项 为 0, 而 车 E'(r)r= 元 , 则 第 二 项 化 为 


-| f(adr = 5(0) = (0) = (3,9), 
这 正 说 明 AE = 3。 于 是 为 求 ,只 要 解 


rE'(r)=. 
容易 看 出 ,上 式 的 解 (不 计 一 个 附加 常数 ) 可 写成 
E(r) = 元 Inr， (5.16) 
这 就 是 我 们 所 求 的 基本 解 。 
类 似 地 可 以 推 得 ,三 维 调和 方程 的 基本 解 为 - 7 二 。 有 了 时 ,也 分 别称 站 -In 了 与 二 -为 二 


维 与 三 维 调 和 方程 的 基本 解 。 
利用 调和 方程 的 基本 解 可 以 构造 泊 松 方程 
A =f (5.17) 
的 解 。 例 如 ,对 三 维 泊 松 方程 , 当 f 在 区 域 人 2 中 为 Holder 连续 时 ,(5.17) 的 解 就 可 以 用 基本 
解 E 与 f 的 卷 积 形 式 表 出 , 即 


| f(€,7,¢) 
LN、\ 之，.y， 二 人 : : 
(0 = CD 


3. 其 他 类 型 的 基本 解 ”根据 偏 微分 方程 定 解 问题 提 法 的 多 样 性 ,还 可 以 引出 其 他 形式 
的 基本 解 。 例 如 ,我 们 在 第 三 章 中 曾 介绍 过 调和 方程 的 格林 函数 


SR 
GON g(M,M,), 


它 在 以 M 为 变动 点 的 区 域 Q 中 除了 Mo。 点 外 满足 Au = 0, 在 边界 厂 上 取 值 为 0。 由 于 
g(M,Mo) 是 Au =0 的 一 个 正则 解 , 所 以 格林 阿 数 G(M ,M) 按 广义 函数 意义 满足 

AG =- 6(M - M,), (5.19) 
又 由 于 它 满足 

G(M,M,) lvcr = 0， (5.20) 
故 也 称 G (M,M ) 为 调和 方程 第 一 边 值 问题 的 基本 解 。 在 第 三 章 中 已 看 到 , 有 了 
G(M,AMu) 以 后 ,就 很 容易 得 到 第 一 边 值 问题 解 的 表达 式 。 

可 以 将 边界 条 件 (5.20) 加 以 推广 。 若 函数 x 按 广义 函数 的 意义 满足 (5.19) ,在 M 关 

M。 时 连续 可 导 , 且 满足 边界 条 件 


、\ A SA 
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(e+ 好 | = 0， ($21) 
则 称 这 个 解 为 洞 和 方程 取 边 界 条 件 (5.21) 的 基本 解 ,也 称 它 为 相应 的 格林 函数 。 当 (a ,p) 
为 (0,1)、(1,0) 及 (1,1) 时 分 别 相应 于 第 一 、 第 二 及 第 三 类 边 值 问题 各 类 格林 函数 在 构造 
相应 边 值 问题 的 解 时 起 着 重要 的 作用 。 

又 如 ,对 热传导 方程 而 言 , 可 以 定义 问题 


9 过 
a0 (>00< 二 
Qt or 


u(x,0) = (Cr ~ £) (€ € (0,71)), (5.22) 


u(0,t)= u(l,t)=0 (+ > 0), 
的 解 为 热传导 方程 第 一 初 边 值 问题 的 基本 解 。 它 也 可 以 用 来 构造 齐 次 与 非 齐 次 热传导 方程 
的 第 一 初 边 值 问题 的 解 ,并 讨论 解 的 性 质 。 


习 题 
1. 试 直接 用 傅 里 叶 变换 导出 三 维 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 . 
2. 利用 热传导 方程 的 基本 解 将 下 述 定 解 问题 化 为 相应 的 积分 方程 ， 


) 0? 
= +A(r tutb(r,t), 
or or 


ul ase0 (~-%<r<%). 
3，, 利用 三 维 波动 方程 的 基本 解 来 给 出 (x,。 ;T2000，XY30 ,to) 点 的 影响 区 域 ,并 指出 方程 中 系数 a 即 波 的 
传播 速度 。 
4. 导出 弦 振 动 方程 柯 西 问 题 的 基本 解 。 
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在 实际 求解 偏 微分 方程 的 定 解 问题 时 ,除了 在 一 些 特殊 的 情况 下 可 以 方便 地 求 得 其 精 
确 解 外 ,在 一 般 的 情况 下 , 当 方程 或 定 解 条 件 具 有 比较 复杂 的 形式 ,或 求解 区 域 具有 比较 复 
杂 的 形状 时 ,往往 求 不 到 或 不 易 求 到 其 精确 解 。 实 际 的 需要 促使 我 们 去 寻求 偏 微分 方程 定 
解 问题 的 近似 解 , 特 别 是 数值 近似 解 ,简称 数值 解 。 

求偶 微分 方程 数值 解 的 方法 是 多 种 多 样 的 , 它 本 身 已 形成 了 一 个 独立 的 研究 方向 ,其 要 
点 是 对 偏 微分 方程 定 解 问题 进行 离散 化 。 本 章 中 将 以 二 维 调和 方程 的 狄 利克 雷 问 题 和 一 维 
热传导 方程 与 一 维 波动 方程 的 初 边 值 问题 为 例 ,说 明 将 这 些 连 续 型 的 问题 转化 为 相应 的 离 
散 型 问题 的 主要 处 理 方法 。 


3 1 调和 方程 狄 利克 雷 问题 的 数值 解 


在 本 节 中 ,我 们 讨论 如 下 二 维 调和 方程 犹 利克 雷 问题 的 数值 解 : 


3 0， (1.1) 
| (1.2) 
其 中 方程 (1.1) 在 (z,y) 平 面 的 一 个 有 界 区 域 2 中 满足 , 夏 为 0 的 边界 , 设 其 为 分 段 光滑 ， 


而 f 为 在 厂 上 给 定 的 连续 函数 。 

1. 有 限 差分 法 ”要求 得 狄 利克 雷 问题 (1.1) 一 (1.2) 的 数值 近似 解 ,首先 要 将 相应 的 微 
分 方程 离散 化 ,这 就 导致 有 限 差分 法 。 

为 说 明 方便 起 见 , 设 求解 区 域 2 为 单位 矩形 10 达 x 过 1,0 志 y 志 11 , 见 图 7.1。 近 似 求解 
方法 的 要 点 如 下 : 


图 7.1 


(1) 取 步 长 A = 一 (>0 整数 ) ,用 z=ih(i=0,1,…,n) 及 y= j 认 (j=0,1,…,n) 这 < 


本 
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平行 于 坐标 轴 的 直线 在 区 域 上 画 出 网 格 。 网 格 线 的 交点 称 为 节点 ,其 坐标 为 (x,y) = 
( 计 ,jh), 简 记 为 (xz,y,)(i,j=0,1,…,n) 或 (i,j)。 近似 处 理 的 第 一 步 是 :代替 求 整 个 区 
域 2 上 的 解 u = uz,y), 只 要 求 在 节点 上 解 的 近似 值 u, (i,j =0,1,…,n)。 注意 到 当 步 
长 h 越 来 越 小 时 ,网 格 将 越 来 越 密 ,从 而 有 可 能 获得 关于 解 x(Zz,y) 的 越 来 越 多 的 信息 。 这 
样 做 ,就 将 求 区 域 2 上 的 一 个 未 知 函 数 的 问题 化 为 求 在 节点 上 的 解 的 近似 值 这 有 限 个 未 知 
数 的 问题 ,从 而 将 一 个 无 限 维 的 问题 化 成 了 一 个 有 限 维 的 问题 ， 

(2) 近似 处 理 的 第 二 步 是 :用 差 商 来 代替 导数 ,即将 方程 中 出 现 的 偏 导数 近似 地 改 为 节 
太 上 解 值 的 差 商 ,从 而 将 微分 方程 改 为 差分 方程 。 因为 导数 是 相应 的 差 商 的 极限 ,这 样 的 处 
理 在 h 相当 小 时 应 该 是 合理 的 。 

但 是 用 差 商 来 代替 导数 , 却 有 多 种 的 可 能 性 。 例 如 对 函数 y=z) 的 一 阶 导数 广 (z) 
来 说 ,可 分 别 用 


前 向 差 商 0 
后 向 差 商 站 
或 
f(r+h)- f(r-h) 
中 心 差 商 TT 


等 来 近似 代替 。 事实 上 ,利用 泰勒 (Taylor) 展 开 式 容 易 证 明 , 当 h 一 0 时 ,上述 这 些 差 商 均 以 
广 (z) 为 极限 。 同 样 的 原因 ,对 于 二 阶 导 数 了 f(x), 通常 可 用 二 阶 中 心 差 商 
f(r+h)-2f(z)+ f(r-h) 
大 


来 近似 等 等 。 这 样 , 对 同一 个 偏 微分 方程 来 说 ,往往 可 以 列 出 多 种 多 样 的 差分 格式 ,我 们 可 
以 根据 实际 求解 的 需要 来 进行 优选 ,这 就 给 偏 微 分 方程 的 差分 解法 提供 了 丰富 的 内 容 和 广 
阔 的 选择 余地 。 

现在 回 到 所 考虑 的 狄 利 克 雷 问题 (1.1) 一 (1.2)。 对 任 一 不 落 在 边界 愉 上 的 节点 ( 称 为 
内 节点 )(xz, ,y;)( 见 图 7.2) ,将 其 上 对 x 及 对 y 的 二 阶 偏 导数 分 别 改 成 相应 的 二 阶 中 心 
夸 商 ,并 代入 调和 方程 (1.1) ,就 得 到 在 此 节点 处 的 相应 的 差分 方程 


U1,) I 2, 十 zi-1， WU;,,+1 2u, 


h h 


1 十 Uj;,j-1 


= 0， (1.3) 


(i+], )) 
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整理 后 即 得 
1 


Us, itl, + u; 


a a Wt ((i,7) 为 内 节点 ). (1.4) 


这 说 明 在 内 节点 (i,;) 处 的 解 值 应 等 于 上 下 左右 四 节点 处 解 值 的 算术 平均 值 。 这 一 事实 是 
调 簿 数 的 平均 值 定理 在 用 差分 方法 离散 化 时 的 表现 。(1.4) 通 称 为 五 点 格式 。 

这 样 ,对 每 一 个 内 节点 (zi,y ) 都 可 以 列 出 形 如 (1.4) 的 一 个 方程 ,而 对 落 在 边界 厂 上 
的 节点 ( 称 为 边界 节点 ), 其 上 的 x 值 可 由 狄 利克 雷 边 界 条 件 (1.2) 直 接 给 出 ,是 已 知 的 : 

Us = 二 zy) ((i,j) 为 边界 节点 ). (1.5) 
因此 ,对 于 每 一 个 节点 都 可 列 出 一 个 线性 代数 方程 ,我 们 就 得 到 一 个 以 节点 解 值 为 未 知 数 的 
线性 代数 方程 组 。 可 以 证 明 , 这 个 线性 代数 方程 组 恒 有 唯一 的 解 , 且 可 以 通过 直接 法 或 迭代 
法 来 求 得 , 它 就 是 我 们 要 求 的 狄 利 克 雷 问题 (1.1) 一 (1.2) 的 (近似 的 ) 数 值 解 。 我 们 还 可 以 
证 明 , 当 步 长 ih 一 0 时 ,上 述 有 限 差 分 法 所 求 得 的 数值 解 收 敛 于 原 问题 (1.1) 一 (1.2) 的 精确 
解 。 因 此 , 当 步 长 相当 小 时 ,可 以 用 有 限 差分 法 来 求 得 足够 近似 的 解 。 

可 以 看 到 ,采用 有 限 差分 法 的 好 处 是 对 规则 形状 的 区 域 列 计算 格式 比较 简便 ,但 当 求 解 
区 域 2 具有 比较 复杂 的 形状 时 , 则 需 用 多 角形 区 域 来 加 以 近似 ,此 时 所 有 节点 虽 仍 可 分 为 
内 节点 和 边界 节点 两 类 ,但 对 边界 节点 上 的 计算 格式 往往 需要 进行 比较 复杂 的 处 理 , 且 不 易 
采用 一 个 统一 的 计算 程序 来 求解 各 种 不 同 具 体 情 况 下 的 问题 。 

2. 元 体 平衡 法 ”由 格林 公式 , 若 x(z,y)EC (0), 对 0 内 任 一 分 段 光 滑 的 闭环 路 L 
成 立 

让 Suds = ||auazrdy, (1.6) 


其 中 外 是 上 所 包围 的 区 域 ,n 是 上 上 的 单位 外 法 线 向 量 。 
于 是 ,车 u(xz，,y) 是 调和 方程 狄 利克 雷 问题 (1.1) 一 (1.2) 的 解 , 它 应 满足 :对 2 中 任 一 
分 段 光滑 的 闭环 路 上 成 立 


4 uds = 0， (1.7) 
L n 


而 在 2 的 边界 上 
ulr = /f. (1.8) 

以 稳定 温度 场 为 例 ,(1.7) 式 表示 在 L 上 总 热流 量 为 零 的 平衡 条 件 。 

现在 从 (1.7) 一 (1.8) 出 发 求 其 相应 的 数值 解 , 称 为 元 体 平衡 法 。 

(1) 仍 设 求解 区 域 2 为 单位 矩形 10 志 zx 志 1, 0 委 y> 和 1 ,并 仍 借用 前 述 的 直 交 网 格 ( 见 
图 7.1)。 和 有 限 差分 法 时 一 样 ,近似 处 理 的 第 一 步 是 :代替 求 整个 区 域 2 上 的 解 u = 
x(z,y), 只 要 求 在 节点 上 解 的 近似 值 ww (i,j=0,1,…,n)。 

(2) 近似 处 理 的 第 二 步 是 :代替 要 求 在 任 一 闭环 路 L 上 成 立 平衡 条 件 (1.7), 改 为 在 某 
些 环绕 节点 的 特定 的 闭环 路 L 上 成 立 (1.7) 式 。 这 种 围绕 节点 的 特定 的 闭环 路 所 包围 的 区 
域 称 为 元 体 。 要 求 每 一 个 节点 都 有 一 个 相应 的 元 体 ,不 同 的 元 体 间 互 不 重 登 ,而 且 所 有 这 些 
元 体 正好 合并 成 整个 求解 区 域 Q。 这 样 ,由 在 每 个 元 体 上 成 立 平衡 条 件 ,就 可 得 出 在 整个 
区 域 0 上 成 立 平衡 条 件 。 

元 体 的 选取 方法 原则 上 可 以 是 相当 任意 的 ,但 为 了 求解 的 方便 ,应 尽 可 能 采取 比较 简单 


-= 下 


9 
al 
a 
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的 方式 。 参 照 所 给 的 直 交 网 格 , 对 任 一 内 节点 (i,j), 可 如 图 7.3 中 虚线 所 示 的 那样 由 过 两 
节 氮 的 中 点 作 平 行 于 坐标 轴 的 直线 来 构成 相应 的 元 体 ABCD; 对 于 边界 节点 ,其 所 相应 的 
元 体 可 以 类 似 地 构造 。 由 于 在 边界 节点 上 的 解 值 为 已 知 , 即 已 有 (1.5) 式 ,我 们 下 面 只 对 内 
节点 考虑 其 相应 的 元 体 ,并 列 出 在 其 上 的 平衡 条 件 


| 9ugs = 0 ((i,j) 为 内 节点 ) (1.9) 


ABCDA 9n 


来 代替 原先 的 平衡 条 件 (1.7)。 


图 7.3 
(3) 近似 处 理 的 第 三 步 是 :在 条 件 (1.9) 中 用 差 商 代替 一 阶 偏 导数 。 注 意 到 
oun dn dn on du 
| ee |, SB 3 5 ye ry 二 ER 
用 相应 的 中 心 差 商 来 近似 地 代替 上 式 右 端 第 一 项 积分 中 的 导数 (参见 图 7.3), 就 有 


上 


ou Ui+l1,j uw 
| Fzdy 六 三民 1 7 
， 9 
类 似 地 ,有 | 可 QI Uj;, +1 一 
CB 2 


将 它们 一 起 代入 (1.9) 式 ,就 得 到 :对 任 一 内 节点 (i,j), 仍 成 立 五 点 格式 (1.4) 式 。 至 于 边界 
节点 , 则 已 有 (1.5) 式 。 

这 样 ,和 有 限 差分 法 的 情形 相同 ,对 每 一 节点 可 得 到 一 个 线性 代数 方程 ,最 后 得 到 关于 
节点 上 解 的 近似 值 u, (i,j=0,1,…,n) 的 一 个 线性 代数 方程 组 。 此 时 这 个 线性 代数 方程 
组 和 有 限 差分 法 情形 所 得 到 的 线性 代数 方程 组 是 完全 一 样 的 。 它 有 唯一 的 解 ,日 当 太 ->0 
时 ,近似 解 收敛 于 原 狄 利克 雷 问题 的 精确 解 。 

上 述 方法 基于 在 每 个 元 体 上 列 出 平衡 方程 , 故 称 为 元 体 平 衡 法 。 和 有 限 差分 法 不 同 ,元 
体 平衡 法 对 形状 不 规则 的 区 域 仍然 可 以 方便 地 加 以 应 用 ,这 是 它 的 一 个 突出 的 优点 。 

为 了 说 明 这 一 点 ,不 妨 设 区 域 0 是 一 个 多 角形 ,这 时 采用 直 交 网 格 显然 是 不 方便 的 ,但 
仍 可 以 通过 下 列 步 又 用 元 体 平衡 法 来 列 出 相应 的 计算 格式 。 
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(1) 将 区 域 0 分 割 为 有 限 个 互 不 重 倒 的 三 角形 元 素 ,要 求 每 个 三 角形 元 素 的 顶点 也 是 
其 相 邻 三 角形 元 素 的 顶点 ,而 不 是 其 边 的 内 点 。 取 这 些 三 角形 元 素 的 顶点 为 节点 ,并 按 一 定 
的 顺序 将 其 编号 ,分 别 记 为 1,2,…,N。 这 一 步骤 称 为 有 限 元 素 分 割 。 由 此 所 得 到 的 节点 
配置 方式 自然 是 相当 任意 的 ,我 们 可 以 在 对 计算 精度 要 求 较 高 的 地 方 配置 较为 密集 的 节点 ， 
但 要 求 在 节点 玖 密 过 渡 时 每 个 三 角形 元 素 的 三 内 角 大 小 相差 不 太 最 殊 ,以 保证 计算 的 精度 。 
这 种 有 限 元 素 分 割 方 式 的 灵活 性 ,是 直 交 网 格 达 不 到 的 。 即 使 边界 的 形状 比较 复杂 ,也 可 以 
将 边界 节点 直接 地 配置 在 边界 上 。 

和 前 面 一 样 ,今后 所 要 求 的 只 是 解 在 节点 上 的 近似 值 ww (i=1,…,N)。 

(2) 对 每 一 内 节点 i, 可 以 根据 所 作 的 有 限 元 素 分 割 , 构 造 一 个 相应 的 元 体 。 例 如 ,对 
三 角形 元 素 e( 以 i,j,m 为 顶点 的 三 角形 , 见 图 7.4), 可 利用 三 边 的 中 线 将 它 分 为 三 块 , 并 
使 每 一 块 对 应 于 一 个 相应 的 节点 ,作为 环绕 此 节点 所 作 的 元 体 的 一 个 组 成 部 分 。 对 内 节点 
i ,将 其 周围 以 其 为 项 点 的 一 切 三 角形 元 素 中 对 应 于 它 的 这 一 块 合并 起 来 ,就 得 到 围绕 此 节 
点 的 一 个 元 体 , 见 图 7.5S。 


ky 


J 


图 7.4 图 7.5 


这 样 ,对 每 一 个 内 节点 有 一 个 相应 的 元 体 , 从 而 可 列 出 其 上 的 平衡 条 件 , 即 在 围绕 节点 
i 的 元 体 的 边界 芽 ,上 ,成立 


| pe (1.10) 
r n 


[4 


对 于 边界 节点 , 则 可 直接 利用 (1.5) 式 。 
(3) 现在 将 (1.10) 式 的 左 端 离散 化 。 为 此 ,我 们 先 根据 在 节点 上 的 解 值 ww (i= 1,…， 
NN ) 进 行 适当 的 插值 ,使 得 在 整个 求解 区 域 上 有 定义 ,然后 就 可 以 计算 (1.10) 左 边 的 积 
分 。 
为 此 ,只 需 在 每 一 三 角形 元 素 上 进行 插值 即 可 。 任 取 一 个 三 角形 元 素 e ,其 三 顶点 按 逆 
时 针 上 顺序 的 编号 设 为 i,j,m( 见 图 7.4)。 设 x 在 此 三 角形 元 素 e 上 是 线性 函数 
MK 一 Qi 十 ao 十 Qa3y (1.11) 
在 元 素 。 相当 小 时 ,这 个 假设 是 合理 的 近似 。 设 w 在 这 三 节点 上 的 值 分 别 为 u; ,wu 及,， 
就 有 
2 三 QI 十 azi 十 Qayi， 
U, 二 QI 十 az 十 Q3y， (P12) 


UW, 一 Ql 机 Ca2 XA, 十 CQ3.ym 
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由 此 可 唯一 决定 出 QQ203 的 值 ,将 它们 代入 (1.11) ,可 得 
& 一 之 1(a + bz + ciy) u, (1.13) 


其 中 求 和 的 记号 表示 对 i,j,m 轮流 作 和 ,而 a, ,b,c 都 是 节点 坐标 过 ,yy Ns ee 
的 已 知 函 数 。 

这 冬 ,如 果 给 定 了 所 有 节点 上 函数 的 数值 ,就 可 以 在 每 个 元 素 上 作 上 述 的 线性 插值 ,从 
面 在 整个 求解 区 域 上 得 到 一 个 插值 函数 。 由 于 在 两 个 相 邻 元 素 上 分 别 插值 所 得 到 的 函数 ， 
在 其 公共 边界 上 必 保 持 连 续 , 因 此 ,在 整个 区 域 中 所 得 的 插值 函数 是 一 个 分 块 线性 的 连续 函 
数 。 

利用 上 述 插值 ,就 可 以 计算 (1.10) 式 中 的 环 路 积分 。 例 如 , 设 i 为 所 考察 的 内 节点 ,在 
三 角形 元 素 e(i,j,m) 上 zx 的 表示 式 为 (1.13) , 则 在 此 三 角形 中 


du du 
Dr 一 bu ? ay 之 Ac 》 (1.14) 


从 而 (1.10) 式 左 端 积 分 在 AO 段 为 
du 9 ou 
| 人 一 | (和 到 四 5y， je 
= |4O| (a, Zobu, + a, Du,) 
> (1.15) 


式 中 ws , a, 为 边界 AO 的 外 法 线 方向 余弦 , | AO | 为 边界 AO 的 长 度 。 类 似 地 可 以 得 到 
(1.10) 式 右 端 积 分 在 其 它 边界 段 上 的 积分 值 。 

参见 图 7.5 ,将 以 ;为 节点 的 一 切 三 角形 元 素 上 的 上 述 积分 相 加 ,就 可 得 到 对 应 于 内 节 
点 i 及 其 周围 一 轿 节 点 上 的 解 值 的 一 个 线性 代数 方程 ,其 具体 表达 式 这 里 从 上 略 。 

这 样 ,对 每 一 个 内 节点 可 以 列 出 一 个 线性 代数 方程 , 面 对 每 一 边界 节点 则 已 有 (1.5) 式 ， 
因此 , 仍 可 得 到 一 个 以 节点 上 的 解 值 w (i=1,…, NN) 为 未 知 数 的 线性 代数 方程 组 , 这 就 是 
用 元 体 平 衡 法 所 列 的 计算 格式 。 求 解 这 个 线性 代数 方程 组 ,就 得 到 原 狄 利克 和 雷 问 题 (1.1) 一 
(1.2) 的 近似 数值 解 。 

3. 有 限 元 素 法 (里 茨 (Ritz) 法 ) 

由 第 三 章 $ 1 叙述 的 变 分 原理 , 令 


jo -让 [( 苇 ) + (器 ) ]aw (1.16) 
有 


者 u(xz,y) 为 调和 方程 狄 利克 雷 问题 (1.1) 一 (1.2) 的 经 典 解 , 且 使 J(u) 有 限 , 则 J(w ) 在 函 
数 类 V 中 取 极 小 , 即 成 立 


及 


Tu) = migl(v). (1.17) 
在 上 述 变 分 问题 中 ,将 求 泛 函 极 值 的 函数 集合 VV 适当 扩大 为 
V = fvlv€ C(O), 在 0Q 中 分 块 Cloj = f,J(v) < col， (1.18) 


阁 晃 数 =wu(x,y)EV, 且 满足 
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J(u) = minJ(v), (1.19) 
则 称 ux = u(xz,y) 为 犹 利克 雷 问题 (1.1) 一 (1.2) 的 广义 解 。 

对 变 分 问题 (1.19) 进 行 离散 化 ,就 导致 另 一 种 数值 求解 方法 , 称 为 有 限 元 素 法 。 

方法 的 要 点 如 下 : 

(1) 不 妨 设 2 为 一 个 多 角形 区 域 。 和 第 2 段 中 一 样 将 0 分 割 为 有 限 个 互 不 重合 的 三 
角形 元 素 , 并 取 三 角形 元 素 的 三 个 顶点 为 节点 。 为 保持 计算 的 精度 ,每 个 三 角形 元 素 的 三 个 
内 角 的 大 小 相差 不 宜 太 悬殊 ,因此 在 节点 朴 密 配置 不 均匀 时 ,元 素 由 小 到 大 要 逐步 过 渡 。 

对 给 定 的 有 限 元 素 分 割 ,将 节点 按 一 定 的 顺序 进行 编号 ,分别 记 为 1,…,N; 同 时 ,将 元 
素 也 按 一 定 的 顺序 进行 编号 ,分 别 记 为 1,…,M。 和 前 面 一 样 ,今后 所 要 求 的 只 是 解 在 节点 
上 的 近似 值 wu;(i=1,…,N), 从 而 将 问题 化 为 一 个 有 限 维 的 问题 。 

(2) 为 了 利用 使 泛 函 J (wv) 取 极 小 的 条 件 来 列 计算 格式 ,必须 要 求 积 分 ,因此 ,必须 首先 
利用 节点 上 的 wx (ii=1,…,N) 值 通过 分 块 线性 搬 值 得 到 整个 区 域 2 上 的 函数 。 例 如 ,在 每 
个 元 素 e(i,j,m) 上 作 线 性 插值 (1.13), 则 在 整个 区 域 2 上 就 得 到 一 个 连续 且 分 块 线性 的 
插值 函数 , 它 完 全 由 节点 上 的 数值 u,(i=1,…,NN) 所 唯一 决定 。 由 于 (1.5) 式 ,在 边界 节点 
上 的 解 值 是 已 知 的 ,只 有 内 部 节点 上 的 解 值 未 知 。 为 了 说 明 方 便 起 见 , 设 内 节点 的 个 数 为 
Nu(< 和 六 ), 且 编号 分 别 为 1,…, NN, , 则 上 述 分 块 线性 插值 肾 数 完全 由 wu;(i=1,…,NN,) 之 值 
所 唯一 决定 。 在 内 节点 上 的 数值 u,(i=1,…, NN ) 变 化 时 ,相应 的 插值 明 数 也 发 生变 化 , 它 
们 的 全 体 构 成 一 个 插值 函数 类 V,。 这 是 一 个 有 限 维 的 集合 ,其 维 数 等 于 内 节点 的 个 数 
No。 

(3) 代替 在 由 (1.18) 式 定义 的 集合 V 上 考察 泛 函 J(v) 的 极 小 , 现 改 为 在 插值 函数 类 
Vw 上 考察 沁 函 J (wv) 的 极 小 ,即将 变 分 问题 (1.19) 近 似 地 改 为 

J(u) = minJ(v), uw 和 V,. (1.20) 


因为 在 边界 节点 上 的 解 值 已 由 (1.5) 式 给 定 ,(1.20) 式 意味 着 :要 求 出 在 内 节点 上 的 解 值 w， 
(i 二 1,…, NN,), 使 相应 的 插值 淫 数 x 所 对 应 的 总 位 能 J (wu), 比 在 内 节点 上 其 它 可 能 的 解 值 
vi(i=1,…, No) 所 对 应 的 插值 函数 v 的 总 位 能 J(wv) 为 小 。 由 于 插值 晴 数 v 由 wi(i=1， 
…, N, ) 之 值 唯 一 决定 ,J (wv) 是 一 个 包含 No 个 自 变数 v;(i=1,…,NN,) 的 多 元 函数 。 因 此 ， 
用 (1.20) 来 代替 (1.19) ,就 将 一 个 泛 函 求 极 值 的 变 分 问题 化 为 一 个 多 元 函数 求 极 值 的 问题 ， 
即将 一 个 无 限 维 的 问题 化 为 一 个 有 限 维 的 问题 ,从 而 使 问题 得 到 了 离散 化 。 

注意 到 元 素 e(i,j,m) 上 ,插值 函数 的 一 阶 偏 导数 由 (1.14) 式 给 出 ,我们 有 


jew -JE) + (8) jee 


- (2) + (2) J 


(1.21) 


上 
~ 
> 
SG 


J(v)= > kvv — Dbiv+e, (1.22) 
i =1 i=1 


Na en 
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其 中 pi(i=1,…,N,) 及 Cc 为 某 些 常数 。 可 以 证 明 ,这 里 的 矩阵 天 三 (&，) (ij 一 SN 
是 一 个 对 称 正 定 阵 , 称 为 刚度 阵 。 
由 (1.20) 式 所 示 的 极 值 性 质 ,应 成 立 


于 是 得 


DS (1.23) 


这 束 是 内 节点 上 的 解 值 x, (i = 1,… No) 所 应 满足 的 一 个 线性 代数 方程 组 , 它 的 系数 阵 是 
一 个 对 称 正 定 阵 一 一 刚度 阵 K = (kk, )。 (1.23) 束 是 用 有 限 元 素 法 所 列 出 的 计算 格式 。 解 
出 它 ,就 得 到 解 在 节点 上 的 近似 值 。 可 以 证 明 , 当 元 素 以 一 定 的 方式 愈 分 您 小 时 ,所 得 的 近 
似 解 必 按 某 种 意义 收敛 于 原 犹 利克 雷 问题 (1. 1) 一 (1.2) 的 精确 解 。 

我 们 指出 , 若 采 用 同一 有 限 元 素 分 割 ,上 述 用 有 限 元 素 法 所 列 的 计算 格式 和 前 段 用 元 体 
平衡 法 所 列 的 计算 格式 实际 上 是 完全 相同 的 。 然而 ,如 果 在 一 部 分 边界 上 给 出 的 是 庶 依 曼 
条 件 或 第 三 类 边界 条 件 , 在 边界 节点 上 二 者 所 列 的 计算 格式 一 般 并 不 相同 

我 们 还 指出 ,大 特别 采用 直 交 网 格 所 导出 的 三 角形 有 限 元 素 分 割 ( 见 图 7.6), 则 用 上 述 有 
限 元 素 法 在 内 节点 处 所 得 的 计算 格式 就 是 五 点 格式 (1.4) ,和 有 限 差分 法 的 情形 是 相同 的 。 


和 ~、 
NN 


图 7.6 


可 以 看 到 ,节点 配置 的 灵活 性 是 有 限 元 素 法 的 一 个 优点 。 广 由 于 在 列 计算 格式 时 各 个 
元 素 的 地 位 是 平等 的 ,因此 可 以 用 一 个 统一 的 方法 来 形成 计算 格式 ,易于 将 程序 标准 化 在 
使 用 电子 计算 机 求解 问题 时 特别 方便 ,这 是 有 限 元 素 法 的 又 一 个 突出 的 优点 。 此 外 ,有 限 元 
素 法 的 核心 是 元 素 , 可 以 根据 不 同 问题 的 具体 特点 构造 出 多 种 多 样 的 元 素 形式 ,从 而 可 以 通 
过 改善 元 素 的 性 能 来 不 断 提高 计算 的 精度 ,这 是 其 它 方法 所 不 及 的 。 
4. 有 限 元 素 法 ( 伽 辽 金 (Tanspkra) 法 ) 与 调和 方程 狄 利克 雷 问题 (1.1) 一 (1.2) 等 价 
的 变 分 问题 还 有 另外 一 种 形式 。 
先 在 wu EE C (2)mncco(2) 昌 J(z) 为 有 限 的 假设 下 考察 解 。 由 于 , 人 败 = 六 由 zx 使 
jx) 取 到 极 小 的 性 质 , 对 任 一 给 定 的 实数 4 , 任 一 给 定 的 we V, ,成 立 
J(u) < J(u + Aw), (1.24) 
其 中 
V = fwlw € C0)N C(O),wlr = 0,J(w)<+ ol. (1.25) 
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注意 到 


n 


ee 二 | | (2) + + (2 ] aa 
9 


du Iw U 9 To 
= J(u)+A (jdy + Aw), (1.26) 
il 9 Tr y oy 


且 当 =0 时 它 达 到 极 小 值 ,因此 有 


dj (utArvw) 
aa 


从 而 对 任何 给 定 的 wwE V, ,成立 


oun 9 rw .ou 9 vw 
中 (起 本 全 二 本 3 ) drdy =0 (1.27) 


反之 , 若 uE 六 , 旦 对 任何 给 定 的 wE€ V 成 立 (1.27) , 则 必 有 (1.17) 式 成 立 。 事 实 上 ,对 任 
何 vETY, 令 凤 =vm-xEVv, 由 (1.26),(1.27) 式 就 有 
J(v)= utrw)= (uu) + J(w)/(u) 
这 就 得 到 了 (1.17) 式 。 
据 此 ,我 们 可 以 定义 广义 解 如 下 : 阁 鲍 数 = u(x,y)EV( 由 (1.18) 定 义 ), 且 对 任何 给 
定 的 wE€ Vo 满足 


用 尖 瑟 + 下 涪 ) aaa =0 (1.28) 
其 中 
= lzwlzEC(2), 在 2 中 分 块 C ,wlr = 0,J(w)<+%| (1.29) 

则 称 u = x(z,y) 为 狄 利 克 雷 问题 (1.1) 一 (1.2) 的 广义 解 。 

现 考 察 将 上 述 变 分 问题 进行 离散 化 的 方法 。 这 种 数值 求解 方法 仍 称 为 有 限 元 素 法 。 为 
与 上 一 段 所 叙述 的 里 区 有 限 元 素 法 相 区 别 , 本 段 的 方法 称 为 伽 辽 金 法 。 

仍 设 2 为 一 个 多 角形 区 域 ,并 和 上 一 段 那 样 进行 三 角形 有 限 元 素 分 割 。 近 似 处 理 的 第 
一 步 仍 是 只 考察 解 在 内 节点 的 近似 值 ww (i=1,…,N,)。 

由 于 在 (1.28) 式 中 涉及 到 两 个 函数 x 及 z ,为 了 将 此 式 离散 化 ,除了 要 求 x 属于 前 一 
段 所 定义 的 插值 也 数 类 V 以 外 ,还 必须 对 试验 函数 w 作 类 似 的 处 理 。 由 于 w|r =0, 最 方 
便 的 方法 就 是 对 同一 有 限 元 素 分 割 ,要 求 wwE Vi ,其 中 V 表示 在 边界 节点 上 取 零 值 时 所 
构造 的 插值 函数 类 。 由 于 在 边界 节点 上 取 零 值 , Vs 是 一 个 有 限 维 的 线性 空间 ,其 维 数 仍 等 
于 内 节点 的 个 数 Nu。 这 样 ,就 可 以 将 (1.28) 式 近似 地 改 为 


we V,, 人 5 + 了 5 jardy = 0, 其 中 w 为 中 任意 给 定 的 元 素 ，(1.30) 


对 任何 i =1,…, NN ,以 w; (x,y) 表 示 在 内 节点 i 取 值 为 1, 而 在 其 余 节 点 取 值 为 零 时 所 构 
成 的 插值 函数 , 它 是 一 个 “ 伞 状 函数 "。 显 然 ,m(z,y)E Vi; 且 对 任何 w(x,y)E€ VV , 设 其 
在 内 节点 分 别 取 值 B1982""" BN, , 则 有 


No 
(zy) = Btoi(z 7). 
1 = 
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因此 ,w(x,y)1(i=1,…, 和 No) 是 线性 空间 V? 的 一 组 基 。 这 样 ,(1.30) 式 就 可 以 等 价 地 
改写 为 
u € Wal 关于 + 半 2 ‘jdrdy = 0 (i = 1 …, No). (1.31) 


由 (1.14) 式 ,这 里 共有 Nu 个 以 内 节点 处 解 值 (i = 1,…, NN,) 为 未 知 数 的 线性 代数 方程 ， 
即 是 一 个 线性 代数 方程 组 。 解 出 它 , 就 可 以 得 到 解 在 节点 上 的 近似 值 。 

由 于 两 种 变 分 问题 的 等 价 性 ,而 “及 mw 又 均 用 同一 插值 方式 进行 插值 ， 用 伽 辽 金 法 最 

后 列 出 的 计算 格式 和 上 一 段 中 用 里 芯 法 列 出 的 计算 格式 是 完全 相同 的 ， 即 此 时 这 两 种 数值 

求解 方法 是 相同 的 。 

但 是 ,如果 对 (1.28) 式 中 出 现 的 两 个 函数 。 及 忆 , 分 别 采 用 不 同 的 方式 进行 插值 ,例如 
及 用 不 同 的 有 限 元 素 分 割 方式 ,或 采用 不 同 精度 的 插值 等 等 ,就 可 以 导致 不 同 的 计算 格式 ， 
具体 说 来 , 若 要 求 xE Vi,wE€ WI, 而 V 与 W' 是 分 别 用 不 同 的 方式 所 得 到 的 插值 函数 
类 ,但 具有 相同 的 维 数 ,就 可 以 得 到 的 相应 的 计算 格式 为 


we V,, 人 于 5 jazdy = 0， 其 中 uw 为 Wy 中 任意 给 定 的 元 素 (1 .32) 


这 就 和 前 一 段 中 用 里 茨 法 所 得 的 计算 格式 不 同 。 因 此 ， 伽 辽 金 法 这 种 数值 求解 方法 可 以 含 
有 更 丰富 的 内 容 。 

综 上 所 述 , 我 们 对 同一 犹 利克 雷 问题 (1.1) 一 (1.2)， 基于 对 解 的 概念 的 不 同 理解 ,分 别 
介绍 了 数值 求解 的 四 种 常用 的 方法 。 可 以 看 到 ,每 一 方法 都 有 其 特点 及 优点 ,而 且 在 特定 的 
情况 下 还 给 出 相同 的 计算 格式 。 此 外 ， 不 同 的 方法 在 各 自 范围 内 都 有 其 或 大 或 小 的 变通 性 ， 
这 为 我 们 提供 了 多 种 的 选择 余地 ， 在 具体 使 用 这 些 方法 的 时 候 应 该 充分 地 注意 到 这 一 点 。 


习 题 
1. 证 明 : 用 有 限 差分 法 所 列 的 计算 格式 (1.4) 及 (1.5) 恒 有 了 唯一 的 解 。 
六 若 对 所 考察 的 有 限 元 率 分 割 ,没有 一 个 元 素 是 钝 角 三 角形 ,证 明 此 时 对 狄 利克 雷 问题 (1.1) 一 (1 2) 


用 元 体 平衡 法 所 列 的 计算 格式 , 必 成 立 极 值 原理 , 即 除非 节点 上 的 解 值 恒等式 于 常数 ,在 内 节点 处 的 解 什 
不 可 能 取 到 在 所 有 节点 上 解 值 的 最 大 值 或 最 小 值 。 由 此 证 明 用 元 体 平衡 法 得 到 的 计算 格式 恒 有 了 唯一 的 
解 。 

3. 证 明 出 现在 (1.22) 式 中 的 刚度 阵 K=(k,)(i,j=1,…, No) 是 一 个 对 称 正定 阵 。 

4. 证 明 对 狄 利克 雷 问题 (1.1) 一 (1.2) 若 采用 同一 有 限 元 素 分 割 , 则 用 有 限 元 束 法 所 列 的 计算 格式 与 
用 元 体 平衡 法 所 列 的 计算 格式 是 完全 相同 的 。 

5. 证 明 : 若 采用 图 7.6 所 示 的 有 限 元 素 分 割 , 则 用 有 限 元 素 法 在 任 一 内 节点 处 所 列 的 计算 格式 必 为 五 
点 格式 (1.4)。 

6. 证 明 : 若 采用 同一 有 限 元 素 分 割 , 且 ， 及 uw 采用 同一 插值 方式 进行 插值 , 则 对 狄 利克 雷 问 题 
(1.1) 一 (1.2) 用 里 茨 法 和 用 伽 辽 金 法 所 得 的 计算 格式 是 完全 相同 的 。 


$2 热传导 方程 的 差分 法 
1. 一 维 热传导 方程 的 显 式 差分 格式 考察 一 维 热传导 方程 的 初 边 值 问题 
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Ou 二 (0 < /,!>0) 
D7 天 < ， 9 


ul,.o = g(x) (0<z<1)， 
uo = p(t) ul) = p(t) (¢ > 0). 
为 了 保证 解 的 连续 性 ,所 给 的 初始 条 件 与 边界 条 件 须 满足 相 容 性 条 件 p(0) = jp,(0), 9p(1) 
= Jy.(0)。 以 下 介绍 用 差分 法 求 初 边 值 问题 (2.1) 的 近似 解 的 方法 。 对 这 种 典型 问题 的 处 
理 方法 ,可 以 推广 应 用 于 更 一 般 的 情况 (例如 变 系数 的 情况 等 )。 
为 了 建立 初 边 值 问 题 (2.1) 的 差分 格式 ,首先 在 它 的 求解 区 域 R(0 志 x 二/1,t 宇 0) 上 作 


矩形 网 格 ( 图 7.7)。 在 x 轴 上 以 步 长 Az= 了 (/ 是 一 正 整数 ) 把 [0,/] 区 间 /等 分 ,并 于 各 


分 点 作 平行 于 上 轴 的 网 格 线 。 在 t 轴 以 步 长 At 作 平 行 于 z 轴 的 网 格 线 。 上 面 所 作 的 两 族 
直线 的 交点 (x, ,1, ) = (jAx ,nAt) 称 为 网 格 节 点 。 


(2.1) 


图 7.7 


用 地, (号 】 及 (3 党 ) 分 别 表示 初 边 值 问题 (2. 1) 的 解 u(x， 4) 及 其 偏 导数 


全 及 和 孝 ' 中 在 点 ( 专 ，1,) 之 值 。 当 初 边 什 问题 (2.1) 的 解 在 区 域内 部 适当 光滑 


时 ,对 任 一 区 域内 部 的 节点 (x,,z, ) 利 用 泰勒 展开 公式 可 以 得 到 
7 9u\” At 9 u(xz,,t) 
Ai | 2 or 


2 ts (9g) (Ae) awl.) 
(Az) Dr 2 de 


(FE 3 


(OA) 


由 上 面 两 式 解 出 3 】 , (了 考 ) ,并 代入 (2.1) 的 第 一 式 ,得 到 


[Be Wa 1 an = 用 好 
1L u, 和 二 


Ar (Ax) 


At 9 u(x,,t) i (Az) 9°u(z,i, 
多 


Di 22”. ar’ (2.2) 


又 限于 在 节点 上 考察 ,(2.1) 中 的 初始 条 件 与 边界 条 件 可 分 别 化 为 


AT 
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全 = pjAz) (人 三) 
(2.3) 
uo 三 Li(nAzt),u’ 二 L2(nAt) (n = Eee 
略 去 (2.2) 右 端的 小 量 ,就 得 到 用 差分 方法 求解 初 边 值 问题 (2 1) 的 格式 I: 
i 
A (Az) a 
(2.4) 


ee 
LU = p(nAt), Ur = HL2(nAt) (n= 0,1,2,.…). 
这 里 由 于 差分 方程 (2.4) 的 解 U 与 原初 边 值 问题 (2.1) 的 解 u 一 般 是 不 同 的 , 故 用 不 同 的 
记号 表示 之 。 
很 明显 ,用 格式 [近似 热传导 方程 的 初 边 值 问题 (2. 1) ,所 忽略 掉 的 项 , 即 截断 误差 是 
O(At)+ O((Axr)). 
记 


格式 了 可 以 简写 为 
U” = AU,+(1- 24F0 让 AU 
U, = pg(jAr) (j= 1,..…,] -1), (2.5) 
Uo = p(nAt), Ur = HL2(nAt) (n= 0,1,2,.…). 
它 表示 未 知 函 数 U 在 第 n+1 排 任 一 内 节点 上 之 值 依赖 于 它 在 第 ， 排 上 三 个 节点 上 之 值 
(如 图 7.7 所 示 )。 
可 以 清楚 地 看 到 ,差分 方程 (2.5) 可 按 1 增加 的 方向 逐 排 求解 。 事 实 上 ,根据 初始 条 件 
与 边界 条 件 ,可 以 知道 第 0 排 上 U, (j=0,1,…,J) 的 值 ;再 用 (2.5) 的 第 一 式 及 第 三 式 .可 
以 算出 第 一 排 上 UU! (j=0,1,…,J) 的 值 ;类 似 地 又 可 以 算出 第 二 排 上 U (j=0,1,…,J) 的 
值 ;如 此 进行 下 去 ,一 直 可 以 算出 任何 第 n, 排 上 UP (j= 二 0,1,…,J) 的 值 。 如 果 一 个 差分 
属 式 ,其 每 一 排 各 节点 上 的 数值 可 直接 由 前 面 各 排 节点 的 数值 计算 得 到 , 则 称 为 显 式 差分 格 
式 。 很 明显 ,格式 1 是 一 种 显 式 差分 格式 。 
2. 差分 格式 的 收敛 性 和 稳定 性 现在 我 们 要 问 这 种 差分 格式 是 否 收敛 ? 即 当 At 一 0， 


人 0 站 郑 分 方程 (2.4) 的 解 是 否 收敛 于 初 边 值 问题 (2.1) 的 解 ? 当 << 二 时 ,回答 是 肯定 


的 。 我 们 有 
定理 2.1 假设 初 边 值 问题 (2.1) 的 解 wx(z ,站 在 区 域 R(0 委 z 委 /1,0 委 :上 委 T) 上 存在 、 
9277 4 


连续 ' 且 具有 连续 的 偏 导数 二 二, 则 当 


时 ,差分 方程 (2.4) 的 解 U 收敛 于 原初 边 值 问题 (2. 1) 的 解 u。 

本 定理 的 证 明 从 略 。 

用 差分 方法 求解 问题 时 ,除了 必须 考虑 其 解 的 收敛 性 外 ,还 必须 考虑 计算 过 程 中 爹 信 误 
差 的 影响 ,这 就 导致 了 差分 方程 稳定 性 的 概念 。 
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由 于 计算 过 程 的 每 一 步 都 会 有 舍 人 误差 (包括 初始 数据 和 边界 条 件 的 使 和 人 误差), 而且 
每 一 步 的 舍 入 误差 对 以 后 的 计算 结果 还 会 发 生 影响 。 我 们 实际 计算 得 到 的 并 非 差 分 方程 的 
精确 解 U" ,而 是 它 的 近似 解 [7 。 在 按 : 增加 的 方向 逐 排 求解 时 ,由 于 对 固定 的 人 十 , 当 步 长 
At 一 0 时 ,其 所 在 的 排 数 2 一 co ,因此 ,在 区 域 0 二: 二 TT 中 求解 问题 , 随 着 步 长 的 缩小 ,计算 
的 排 数 要 不 断 增 大 。 这 样 ,尽管 每 一 步 的 舍 人 误差 之 值 其 微 ,但 得 到 的 差分 问题 的 近似 解 
Ur* 与 差分 方程 精确 解 U” 的 偏差 并 不 一 定 小 ,相反 这 种 误差 的 积累 却 可 能 对 解 发 生 极 大 的 
影响 ,甚至 使 计算 过 程 无 法 进行 下 去 。 如 果 出 现 这 种 情况 ,就 称 所 考察 的 差分 格式 不 稳定 。 
而 当 差 分 方程 的 解 由 于 舍 人 误差 的 影响 所 产生 的 偏差 可 以 得 到 控制 时 ,就 称 所 考察 的 差分 
格式 为 稳定 的 。 

现在 ,我 们 来 考察 差分 格式 了 的 稳定 性 。 由 于 成 立 伙 加 原理 ,我 们 可 以 只 考虑 在 某 一 排 
上 产生 会 人 误差 而 在 其 他 各 排 没 有 舍 人 误差 产生 的 情况 。 不 失 一 般 性 可 以 假定 低 人 误差 就 
产生 于 第 零 排 , 即 产生 于 初始 条 件 的 计算 上 ,而 边界 条 件 的 计算 不 产生 误差 。 

设计 算 初 始 条 件 时 在 各 节点 上 产生 的 使 入 误差 是 

J A 
此 时 ,我们 求 得 的 差分 方程 的 近似 解 U” 满足 
Us aD EL A UU qa Us 

lv p(UAz)+teE (j=1,.…, -1), (2.6) 
U = p(nAt),U? = p(nAt) (n = 0,1,2,…). 

用 Vi = U’ -Ur 表示 差分 问题 近似 解 与 差分 方程 精确 解 的 偏差 。 由 (2.6) 和 (2.5) 式 ， 
V" 满足 差分 方程 


Ve :AF Low) 31), (247) 


了 


四 a 


Vi=V=0 (n=0,1,2,.…). 
引入 偏差 V* 以 后 ,就 可 以 给 出 差分 格式 稳定 性 的 确切 定义 。 例 如 ,可 以 给 出 如 下 的 


定义 ”如 果 对 于 任意 给 定 的 e >0, 存 在 与 At 和 Ax 无关 的 6 ,使 得 当 
max | Vd 


be 


时 ,对 一 切 | | ) ,成 立 


户 


1 
max| V | 委 e， 
J 


则 称 格式 (2.5) 是 稳定 的 。 
类 似 地 ,也 可 按 其 它 的 度量 误差 的 方式 来 定义 差分 方程 的 稳定 性 。 


从 定理 2.1 知 , 差 分 格式 的 收敛 性 与 步 长 比 4 = a? 大 和 有 密切 关系 。 现 指出 ,差分 格 
式 的 稳定 性 与 此 也 有 密切 的 关系 。 事 实 上 ,有 
定理 2.2 当 4<< 坟 时 ,热传导 方程 初 边 值 问题 (2.1) 显 式 差分 格式 (2.5) 是 稳定 的 。 


证 当 4< 了 时 ,由 (2.7) 可 知 ,对 任意 的 有 
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和 


SA a vd a 


max| V |< max| Vr’ | . (2.8) 
由 于 (2.8) 对 任意 的 n 都 成 立 ,因此 ,对 一 切 ， 成 六 
max| V [| 委 max| Vv | =max|e,|, 
由 此 立刻 可 得 所 需 的 稳定 性 。 
还 可 以 进一步 证 明 , 当 ) > 时 ,差分 格式 (2.5) 是 不 稳定 的 ,此 处 从 路 
3 隐 式 格式 及 其 稳定 性 ”从 上 面 的 讨论 可 以 看 到 ,用 显 式 格式 进行 数值 求解 热传导 方 
全 的 定 解 问题 ,优点 是 计算 比较 简便 ,但 是 由 于 必须 满足 稳定 性 条 件 4=a? _ 人 A <, 因 


(Az) 
此 :方向 的 步 长 必须 取得 满足 条 件 


2 
Ar< HD ， 


而 为 了 提高 数值 解 的 精确 度 ,必须 缩小 步 长 Az ,此 时 Az 就 要 相应 地 变 得 更 小 。 这 样 ,由 于 
差分 方程 是 按 1 省 加 的 方向 逐 排 求解 的 ,这 种 逐 排 求解 的 步骤 必须 重复 很 多 次 ,使 计算 量 大 
大 增加 ,计算 时 间 大 大 加 长 。 这 是 显 式 格式 的 一 个 很 大 的 缺陷 。 为 了 避免 这 种 缺点 ,下面 提 
出 一 种 隐 式 差分 格式 。 

奋 x(x,z) 是 初 边 值 问题 (2. 1) 的 精确 解 ,类 似 于 (2.2) 可 以 利用 泰勒 展开 式 得 到 


uy a 
At (Arz) 
= ?9 ux,t) (Ax)’ 由 
2 Di 过 ar’ 


(oe 
只 去 上 式 右 端 部 分 ,就 可 得 热传导 方程 的 另 一 差分 近似 ,而 对 初始 条 件 与 边界 条 件 的 关 
分 近似 可 与 前 面 一 样 处 理 , 这 就 得 到 求解 初 边 值 问题 (2. 1 ) 的 差分 格式 11: 
Se Ee oA 
Ar “~ 4 (Axr) 
U), = pg(jAr) (j= 1,.…,] -1), 


si 党 Li(nAzt), U’ = jy(nAt) (n = 0,1,2,.…), 


一 0 ， 
(2.9) 


或 者 写成 
MU LA A 
U; = 9p(Ar) (7 = 1,.…,] -1), (2.10) 
on (A ye 0,1,2,.…). 

其 中 4=a 全! 


(Az) 
由 上 面 推导 ,容易 知道 格式 11 的 截断 误差 也 是 O(Az ) + O((Ax)’), 
(2.10) 的 第 一 式 表 示 第 n+1 排 上 相 邻 三 节点 之 解 值 与 第 排 上 一 节点 之 解 值 之 间 的 
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关系 ( 见 图 7.8)。 由 此 可 知 ,差分 格式 II 虽然 仍 要 按 : 增加 的 方向 来 逐 排 求解 ,但 已 不 能 像 
显 式 格式 1 那样 直接 由 第 ” 排 的 解 值 逐 个 地 求 得 第 n + 1 排 的 解 值 太 ”…( =0,1,…,7) ,而 
必须 在 已 知 了 整个 第 n 排 上 的 解 值 (j=0,1,…,J 了 ) 后 ,利用 (2.10) 的 第 一 式 及 第 n+1 
排 上 的 边界 条 件 通过 求解 下 述 线 性 代数 方程 组 同时 求 得 U'' (j=0,1,…,]): 


-At+(lI+21)0 -AU = LI (0 =1…,J -1), 


EL ui((n + 1)Arz), (2.11) 
LU” = p(n + 1)Ar). 
正 因 为 这 样 , 称 这 种 差分 格式 为 隐 式 差分 格式 。 
可 以 证 明 无 须 对 步 长 加 任何 条 件 , 隐 式 格式 II 都 是 稳定 的 , 即 格式 II 是 无 条 件 稳定 的 。 


习 十 
1. 对 热传导 方程 的 初 边 值 问 题 


了 一 村 全 = 0， 
t=0:u=sin nr, 
T=0:u=0, 
7=1:u=0, 
取 Ar=1/J(J 为 正 整 数 ), 列 出 其 显 式 差分 格式 1, 并 指出 此 时 的 稳定 性 条 件 。 
2. 试 列 出 热传导 方程 初 边 值 问题 


9 9a” 
a(x) =0 (ea(x) 之 ao >0), 
1 ox 


u(r,0)= g(x), 
u(0,1)=u(1,t)=0 


的 显 式 差分 格式 。 
$3” 波动 方程 的 差分 法 


1. 波动 方程 初 边 值 问 题 的 差分 格式 ”为 叙述 简单 起 见 ,我 们 讨论 弦 振 动 方程 的 初 边 值 
问题 


XE a 
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9 9 
or 了 5 二 0， (3.1) 


t= 0:u= 9(z),52 = y(z) (0 委 过 委 /)， (3.2) 


Z=0:x = (i), 
T=l:u= py,(t) ee 
的 差分 格式 ,其 基本 思想 可 以 应 用 到 更 复杂 的 情况 。 
为了 保证 解 的 连续 性 ,假设 所 给 的 初始 条 件 与 边界 条 件 满足 相 容 性 条 件 ; p(0) 下 
HAi(0) ,2p(L)= (0)。 


夫 似 于 上 节 热 传导 方程 的 初 边 值 问题 ,可 以 列 出 问题 (3.1) 一 (3.3) 的 差分 格式 如 下 : 


U0” =20" EU i Un — 2U" 4 UT,, 
0 

(7 Tyr n= 1,2,.…), (3.4) 
U, = p(JAz)， U, = 2(JAzr) + VCJAzr)A: 

(j= 1,… -1), (3.5) 
Uo = p(nAt), Uy = 1, (nAr), 

(n= 0,1,2,.…). (3.6) 

记 
pp 尖 a 定 ， (3.7) 


考分 格式 (3.4) 一 (3.6) 可 改写 为 
Bo tha YU FA UL 0 


(j= 1,%,J -1;n = 1,2,.…), (3.8) 
U, = p(jAz), U! = p(jAz) + yOIAx)Ar 

(7 Lm (3.9) 
Uo = p(nAt), U? = (nAr), 

(nn: 0,1,2.m). (3.10) 


易 见 上 述 差分 方程 中 第 n+1 排 诸 格 点 上 解 值 可 逐个 地 确定 ， 因而 它 也 是 一 种 显 式 差 
分 格式 。 

2. C-E-L 条 件 (Courant - Friedrichs - Lewy 条 件 ) 对 差分 格式 (3.8) 一 (3. 10 ) , 步 
长 Az 和 Az 的 比值 应 有 一 定 的 限制 ,事实 上 ,有 


定理 3.1 不 论 步 长 Ar ,At 取得 如 何 小 ,只 要 步 长 比 满足 条 件 = SA >1(4 是 常 


数 ) ,那么 差分 方程 (3.8) 一 (3.10) 的 解 U, 不 会 收敛 于 相应 的 波动 方程 初 边 值 问题 (3.1) 一 
(3.3) 的 解 u(x, ,1, )。 


证 过 xz 轴 上 区 间 [0,4] 的 两 端点 x=0 和 = 1 ,分 别 作 斜 率 为 二 及 - 二 的 直线 (特征 


线 ), 其 交点 为 PP, 并 设 此 两 直线 和 xz 轴 所 围 成 的 三 角形 区 域 为 G( 如 图 7.9, 其 上 特征 线 用 
虚线 表示 )。 由 第 一 章 的 讨论 知道 ,G 就 是 x 宙 上 区 间 [0,/] 的 决定 区 域 ,其 上 芯 振 动 方程 
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(3.1) 的 解 可 完全 由 初始 条 件 (3.2) 决 定 ;而 PP 点 的 依赖 区 间 就 是 [0,7]。 


图 7.9 


为 证 明 简 单 起 见 ,假设 已 点 就 是 一 个 网 格 节点 (z, ,六 ), 并 考察 差分 方程 的 解 U” 在 此 
太 的 收敛 情况 。 由 (3.8) 式 知 ,在 P 点 差分 方程 的 解 U(x,,z,) 依 赖 于 下 一 排 的 三 个 节点 
(zd) (Tt-1) 与 (zj41,1,-1) 上 的 解 值 U(x,.,, 1, ，)， BA A A 
t,-1) 以 及 再 下 一 排 上 节点 (zx, ,zs) 上 的 解 值 U(x, ,1,_,)。 如 此 将 这 种 依赖 关系 继续 递 推 
下 去 直到 最 下 面 两 排 为 止 ,容易 看 到 :如 果 过 已 点 向 下 引 两 根 网 格 对 角 线 (图 7.9 中 实 线 所 
不 ), 那 么 PP 点 差分 方程 的 U(x, ,i, ) 只 依赖 于 此 两 对 角 线 和 第 0 排 . 第 1 排 交 截 的 区 间 上 的 
节点 值 。 从 而 由 (3.9) 可 知 ,差分 方程 在 已 点 的 解 值 U(z ,z,) 只 依赖 于 在 x 轴 上 为 网 格 对 
角 线 所 交 截 的 区 间 AB 上 的 初始 条 件 (3.2)。 仿 照 第 一 章 中 的 称呼 , 称 区 间 AB 为 差分 方程 
在 P 点 的 依赖 区 间 。 


过 PP 点 的 这 两 根 网 格 对 角 线 ( 实 线 ) 的 斜率 分 别 为 + 人 ,而 过 P 点 的 两 特征 线 (虚线 ) 


的 斜率 已 知 为 + 二 。 由 假设 


yy 
A=a Az>1; 


故 有 
1 
守 > 评 ， 
于 是 过 已 点 的 两 条 网 格 对 角 线 落 在 上 述 决定 区 域 G 中 (图 7.9)。 因 此 ,对 P 点 来 说 ,其 差 
分 方程 的 依赖 区 间 AB 必 落 在 微分 方程 的 依赖 区 间 [0,7] 的 内 部 。 

于 是 ,车 保持 差分 方程 依赖 区 间 AB 上 初始 条 件 w 和 vy 的 值 不 变 , 而 改变 位 于 微分 方程 
依赖 区 间 内 部 、 差 分 方程 依赖 区 间 外 部 的 wp 和 vy 的 值 ,那么 ,微分 方程 的 解 在 P 点 的 值 
u(x ,t,) 就 发 生 了 变化 ,但 差分 方程 在 P 点 的 解 U(x,,z, ) 却 保持 不 变 ,而 不 是 相应 地 发 生 
变化 。 这 就 证 明了 差分 方程 的 解 [7 决 不 会 收敛 于 微分 方程 的 解 。 证 毕 。 


从 以 上 讨论 可 见 , 对 弦 振 动 方程 来 说 ,为 保证 上 述 差分 方程 的 收敛 性 ,要 求 步 长 比分 满 


是 一 定 的 条 件 。 也 可 以 证 明 ,在 初始 条 件 及 边 值 条 件 满足 一 定 的 光滑 性 要 求 下 ,只 要 步 长 比 
满足 条 件 
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1=a REI, 


大 分 方程 (3.8) 一 (3.10) 的 解 U; 必 收敛 于 弦 振 动 方程 初 边 值 问题 (3.1) 一 (3.3) 的 解 ， 

类 似 于 热传导 方程 显 式 差分 格式 1, 我 们 还 可 以 证 明 , 当 4 二 1 时 差分 格式 (3.4) 一 
(3.6) 是 稳定 的 ;而 当 4 >1 时 ,该 差分 格式 是 不 稳定 的 。 

我 们 看 到 ,条 件 


A=aoo 牵 1 (3.11) 
保证 了 差分 格式 (3.4) 一 (3.6) 的 收敛 性 和 稳定 性 。 这 个 条 件 通常 称 为 Courant — Friedrichs 
一 Lewy 条 件 , 简 称 为 C-F-L 条 件 。 

习 圳 
1. 给 定 波动 方程 的 显 式 差分 格式 ， 


Us SL Ot UE Oe 
同 在 a,B 满足 怎样 的 条 件 时 ,Ur" = a"B 是 它 的 解 。 


2. 证 明 ; 纺 振动 方程 和 = a 党 的 解 w(x,t) 在 节点 上 的 值 


uw = u(jAr,nAr) 
是 4=1 时 的 显 式 差 分 格式 的 解 , 即 u, 满足 差分 方程 


/te 人 
3. 记 
(8 LU) = UU, -2U* 1 4,, 
求 用 差分 格式 
2030 ld Um 
(AD 2(Az) 
有 


来 近似 在 节点 (x ,4 ) 处 的 驶 振动 方程 了 = a 了 时 产生 的 截断 误差 。 
4. 列 出 弦 振动 方程 初 边 值 问题 


au :294 4 ) 
at 9x 人 

DLL 
人 (0sz 委 r)， 
X=0:u= p(t), 
T=Ax:u= p(t) 


的 显 式 差分 格式 (其 中 f(x,1) 是 已 知 函 数 )。 


附录 工 “ 傅 里 叶 级 数 系数 的 估计 


将 一 个 函数 展开 成 傅 里 叶 级 数 时 ,这 个 函数 的 光滑 性 与 其 傅 里 叶 级 数 系 数 的 衰减 性 有 密切 的 关系 ,这 
一 事实 可 以 用 以 下 的 引 理 表述 。 
引 理 设 f(x) 是 区 间 [0,1] 上 的 连续 函数 , 它 的 mx 阶 导 数 连续 ,m + 1 阶 导 数 分 段 连续 ,并 且 


Ne i 
f° (0)= £1)=0, (n=0,2, | 
如 果 将 f(z) 在 区 间 [0,/1] 上 展开 为 健 里 叶 级 数 
f(x)~ Dusin 到， 


则 由 系数 a。 所 构成 的 级 数 >， k”|ai | 是 收敛 的 。 


证 由 于 假设 /(x) 的 m+1 阶 导 数 是 分 段 连续 的 ,因此 请 ” "(xz) 可 以 在 区 间 [0,/1] 上 展开 成 健 里 叶 
级 数 。 当 m 为 奇数 时 ,展开 式 为 


0 A kxr 
Ce) Se at sin 7 


而 当 m 为 偶数 时 ,展开 式 为 


PA a 4 十 > (mt) 
根据 帕 塞 瓦尔 (Parseval) 等 式 
(a a Se 2 t 
(a 人 于 | "VCP dr < oo ， 
现在 计算 ai 。 当 产 为 奇数 时 ， 


a = FA" (sin eae 
了 | RS |] -feos 全 


ope 2 kx ) - 
a ] 


3 | | | (8)sin 一 de 


= -了 人 pn (esin Sréat, 
这 里 已 利用 了 f" "(xz) 在 x+=0 及 x=/ 处 为 零 的 条 件 。 如 此 继续 下 去 ,可 以 得 到 
ta eal 


当 m 为 偶数 时 ,类 似 地 可 以 得 到 


由 于 


Sa 7) < oo ， 
下 =] 


~ ep ee 
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所 以 


DR" ?a? < oo%. 
这 样 , 利 用 柯 西 不 等 式 , 就 得 到 


— m 一 I+ 2 二 1 
之 </ Zo ?| a, | i 
引 理 证 毕 。 


利用 这 个 引 理 可 立即 推出 第 一 章 中 的 引 理 3.1, 从 而 可 应 用 于 弦 振 动 方程 初 边 值 问题 的 讨论 ,证 得 用 
分 离 变 量 法 所 得 到 的 形式 解 确实 为 经 典 解 。 


附录 了 张 紧 薄 膜 的 张力 为 常 值 的 证 明 


考虑 一 块 均匀 而 张 紧 的 薄膜 , 它 满足 第 一 章 $4 中 所 给 出 的 假设 条 件 。 若 考察 沿 膜 上 某 线段 1 的 张 
力 ,由 于 薄膜 不 产生 对 弯曲 的 抵抗 力 ,张力 的 方向 应 在 薄膜 的 切 平 面 内 且 与 1 垂直 。 以 u(x,y,t) 描 写 薄 
膜 在 点 (zx,y) 处 在 时 刻 上 的 位 移 , 以 了 记 薄 膜 的 张力 密度 , 则 利用 微小 膜 振动 以 及 第 一 章 $4 中 给 出 的 假 
定 ,可 以 证 明 张 力 密度 的 值 与 方向 无 关 ,而且 这 个 数值 T 也 是 与 位 置 及 时 间 都 无 关 的 常量 。 
先 证 明 在 一 点 处 的 张力 密度 与 线段 ! 的 方向 无 关 。 在 点 PP 近 旁 截取 一 三 角形 (如 图 A.1)。 边 AB， 
AC 与 BC 的 长 分 别 为 c, 与 a, 在 边 AB,BC 与 AC 上 的 张力 密度 矢量 分 别 记 为 Tas ,Ta 与 Tac。 由 力 平 
衡 关 系 得 到 
| Te | 'b cos/ BAC= es Pl 
ey | .6 cos/ ACB= | Tw | a. 
由 于 cos BAC=c，p cos ACB= 4a, 就 得 到 | To- | 二 | Rs | Tae | , 即 张 力 密度 的 值 与 方向 无 关 。 


图 A.1 
在 膜 的 振动 过 程 中 ,在 u, 及 wu, 很 小 的 假定 下 ,张力 T 和 它 在 Oxy 平面 上 的 投影 T。 的 数值 可 以 视 为 
是 相同 的 。 事 实 上 ， 


| 
Le | 
bm] 
An 
中 
入 

I 
Pa 


| To | = 


这 里 了 表示 沿 T, 方向 的 导数 。 

用 平行 于 坐标 面 的 平面 + = x ,x = Xx,,y y1,y= y; 在 所 考察 的 薄膜 上 截取 一 块 ,并 记 该 曲面 块 在 
Ory 平面 上 的 投影 为 矩形 ABCD( 见 图 A.2)。 由 上 面 的 讨论 知 ,作用 在 该 曲面 块 上 的 张力 在 x 轴 方 同 的 
分 量 为 

| (To ) pe | ( y, Su 尖 | ( To ) an | ( y, 2 
从 而 由 力 的 平衡 关系 知 
| (To)m | = | (To) a |. 
今 使 y, 充分 接近 y, , 则 这 个 等 式 两 边 分 别 为 | Te | 在 (zi ,yi) 与 (za,y ) 处 的 值 , 所 以 | To | 与 坐标 x 无 
关 ; 同 样 可 知 , 它 也 与 坐标 y 无 关 。 因 此 ,张力 | To | 及 张力 的 数值 与 坐标 (x ,y) 无 关 。 


一 下 下 地 
~ =- 


192 附录 了 张 紧 薄 膜 的 张力 为 常 值 的 证 明 


最 后 再 证 明 张 力 了 的 数值 与 时 间 无 关 。 膜 振动 时 其 面积 改变 量 
有 1 + wu 十 us dzxdy -||aray 


是 关于 wu ,wy 的 二 阶 小 量 。 根据 弹性 膜 的 胡 克 (Hooke) 定 律 ,使 膜 面积 改变 所 需 加 的 张力 也 是 关于 u, ,Ud, 


的 二 阶 小 量 。 这 样 , 在 薄膜 的 微小 振动 中 可 以 将 面积 改变 量 忽略 不 计 , 从 而 由 于 振动 使 面积 改变 而 产生 的 
张力 变化 也 可 忽略 不 计 。 这 说 明 张 力 T 的 数值 也 和 时 间 无 关 。 


附录 有 特殊 好 数 


在 数学 物理 问题 中 经 常会 遇 到 一 些 特殊 函数 ,它们 是 某 些 特殊 方程 的 解 。 下 面 列举 一 部 分 常用 的 特 
殊 函 数 及 其 重要 性 质 。 
一 、 伽 马 函 数 
称 由 积分 
T(s) = | edz 


所 定义 的 函数 为 个 马 函 数 。 其 中 变量 ; 可 以 是 实 的 ,也 可 以 是 复 的 ;但 为 使 积分 收敛 ,必须 要 求 Re s >>0。 

伽 马 函 数 具 有 下 列 一 些 基 本 性 质 。 

1.FP(s) 满 足 关 系 式 

T(s+1)= sT(s) 
或 更 普遍 的 关系 式 
T(st+nt+1)=(s+n)(st+n—1):.…(s+1)sT(s) 

(其 中 为 正 整 数 )。 

2. 函数 P(s) 除 点 =0 以 及 负 整 数 外 ,在 全 平面 都 是 解析 的 。 在 ;= 一 n(n=0,1,2,…) 处 有 单 极点 ， 


其 留 数 为 (一 |) 


1 ” 


3. 函数 天 [为 整 函数 ,F(s) 不 取 零 值 。 


4. 对 于 每 个 正 整数 n ,有 
T(nt+1)=n!. 
特别 地 有 
T(1) = TT(2)= 1. 
5. 对 任何 ; 都 有 


Ll le Ss 


Sin Axs’ 


(sh | 


特别 地 有 


0 
2” Vr = 4"n! “ 
2 
人 
二 、 柱 函数 : 贝 塞 尔 (Bessel) 函 数 , 诺 依 时 (Neumann) 画 数 和 汉 克 尔 (Hankel) 枯 数 
称 形 如 
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sl dy 
XxX dr z+)+ ( 5 )y=0 


的 方程 为 v 阶 贝 塞 尔 方程 。 当 v 不 为 整数 时 ,此 方程 有 两 个 线性 无 关 的 解 : 


本 1 2m+y 
jz) = CD ee 
和 


1 0- DD" FOODT (了 ) 
这 两 个 级 数 在 整个 x 轴 上 都 是 收敛 的 。 由 这 两 个 级 数 所 表达 的 函数 jz) 及 J ,(z) 称 为 ， 阶 的 第 一 类 
由 塞 尔 函 数 。 当 ， 为 整数 时 ,例如 = n(n 是 正 整数 ), 则 
J 


称 男 数 
We J,(x) cos 开 = 
SIN Ay 


为 诺 依 曼 函 数 或 v 阶 的 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 。 当 v 为 整数 时 , 它 与 贝 塞 尔 函 数 J,(x) 构 成 贝 塞 尔 方程 的 两 个 
线性 无 关 的 解 。 
称 
H," (xz) = J,(x) + iN,(x) 
及 
Hi (r)= J,(xr) -iN,(r) 
为 汉 克 尔 函 数 。 注 意 到 | 


(Ss 


1 Sin Try 


HY (xz)=- 


i Sin uh (Cr)e™ ~ J-,(7)]. 
1. 下 标 不 同 的 贝 塞 尔 函 数 之 间 有 下 列 一 些 递 推 公式 
d J,(x) 2 
SEE 


y 
ra 


, 
EC) = rz), 


J uri (x) + ,i Cd Ca 
证 
更 一 般 地 ,对 任意 给 定 的 正 整 数 p 成 立 


pe 


下 万 (7 5 


其 中 记号 一 9 -9 -FA(z) 表 示 示 运 算 


A [过 (过 3 =)j Ap) 
共 思 次 


特别 地 有 
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Jo(zx) =— Ji(r), 
d 时 
Fz x)) = ro lz). 
起 
注意 到 J,(0)=1, 上 式 可 写 为 
| haar = 1- h(x), 


| ha)ar = 
2. 当 ， 为 正 整 数 时 , 贝 塞 尔 函 数 / ,2a*: (zx) 可 用 初等 函数 表达 如 下 : 


cg nl 2 2n+l ad” sin x 
Japi(x)=(—1)"A ep Ee) 
/ 2 +1 人 
J _2n zt1 (x)= ys | 


特别 地 有 


J (zx)= 二 sin Xz， 


i 和 cos x 
3. 当 v 为 非 整数 时 , 贝 塞 尔 函 数 J,(x) 可 表达 为 积分 形式 : 
了 (z) ee | Ee "dp - | De 
当 v 等 于 整数 n 时 ,有 
J, (zx) 二 去 | e Sin ?+ 91g = | er ay. 
特别 地 ,有 
Jo(z) 到 云 | ec = 去 | e™ Yaqy. 
4. 贝 塞 尔 函 数 几 (z) 有 如 下 的 渐 近 公式 : 


(zz)= 之 cos(z- 子 vy- 于 )+O(z-Y) 


nx 


特别 地 有 


5. 下 标 为 整数 " a 


J(x+y)= > J C(x), rly). 
对 零 阶 贝 塞 尔 画 数 J,(z) 有 下 述 更 普遍 的 加 法 公式 
a 
6 对 任何 整数 ”和 45>0, 成 立 着 全 里 时 - 贝 宕 尔 公式 
tp) = | vsp)as| WO), Cs) dt, 
其 中 Fo) 是 区 间 (0,co ) 上 的 连续 函数 ,并 满足 使 上 式 右 端 积分 存在 的 条 件 。 


EE 
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和、 


含有 贝 塞 尔 函 数 的 某 些 积分 公式 是 


| ear) a RE (z > 0)， 


了 
| Gr)e*a 三 | 二 | 
人 J (We “I = ee 
-Ys | > 2 ri + 
. 2 
J,(bVi +x ),» 
| Ja ) 一 一 一 一 
(17 十 并) 
区 Va 一 六 | Jni(xrVa: — 6b) (0< ww 3), 
0 (ua > b> 0). 
7. 贝 塞 尔 函 数 人 人 (z) 当 ， v 为 实数 且 大 于 一 1 时 有 无 限 多 个 实 零点 ， 这 些 零点 关于 坐标 原点 对 称 地 分 布 


着 。 设 &1”,k2”,… 是 方程 J (Lr)=0 的 根 , 则 
fr)ar = Fp), 
而 当 i"” 关 人 时， 
[a Cr) dr = 0. 
设 &1”,k;”,… 是 方程 


J,(lr)=0 
的 正 根 , 则 几 C ),J (kx),… 在 区 间 (0,1) 上 构成 一 个 完备 系 。 
零点 的 渐 近 公式 是 
hl + vt， 
且 |j| 愈 大 时 愈 精确 。 


8. 贝 塞 尔 函 数 J,(x) 和 J,,,(x) 的 正 零点 两 两 相间 ， 即 在 J,(x) 的 两 个 相 邻 正 零 点 之 间 有 -- 一 个 而 且 只 
有 一 个 人 由， (z) 的 零点 ,反之 亦 然 。 对 负 零 点 也 有 同样 的 结论 。 

姐 数 J (x) 的 最 小 正 零 点 较 jz) 的 最 小 正 堆 点 更 接近 原点 。 

9. 贝 塞 尔 函 数 人 (xz) 和 庄 依 曼 函 数 N, (x ) 之 间 成 立 着 关系 式 . 

Dr Ne (tr) = N (I Ur) 
特别 ， 
Jo (xr)N (x) Ey No (xr)J (xr) 一 一 
10. 当 ”之 1 为 整数 时 ,有 


rN,(z) =2J,(x) (log 广 Cs i 


ec 


ee 
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而 当 n=0 时 ,有 


rNo(r) -2Jo(z)(iog 子 十 c 


其 中 ec 为 欧 拉 常数 (c=0.577215…)。 
11. 诺 依 曼 函 数 N,(z) 和 汉 克 尔 函 数 H(zx),HW(xz) 分 别 有 如 下 的 渐 近 公式 : 


N(x) SO 三 sin(z -一 于 )， 


a 
nx 

HO (xz) ~ Se "i. 
nx 


当 ， 和 < 为 实数 时 ,NN, (x) 为 实 范 数 ,H(zx) 和 百 ”(z) 为 共 斩 复数 。 当 n 为 正 整数 或 零 时 ,有 


a Ny 
HS (x) -证 (or 天) 


k=0 


友 二 0 


2 2n+1 ad" e'” 
多 二 -= 
Hs (zx) (—1) 2 元 i 上 


a = 5 2 2n+l ad” 区 
Ha (7)= (Di tr (和 ) 


12. 函数 电 ,'"(x) 有 积分 表达 式 


或 写 为 


a 
HV (zx) 一 二 | 了 wp (Re yp 0). 


由 此 可 得 纯 虚 变量 的 汉 克 尔 函 数 HY ( jx ) 的 积分 表达 式 
HV (ir) = De (x > 0). 
13. 定义 晃 数 
Lr)=i (ir) -Ee ™ (ir), 


它 对 实 的 x 是 实 的 单调 递增 函数 , 且 有 渐 近 公式 


1 (xz)s Je 


称 岂 L(z) 为 纯 虚 变量 的 由 蹇 尔 函 数 。 
由 纯 虚 变量 的 汉 克 尔 函数 及 (iz ) 定 义 的 实 变量 的 实 函 数 


K,(x)=Frie™ HY (ir) 
可 表 为 积分 形式 

pe 于 | ed, 
且 有 渐 近 公式 


K, (rx)A) Fe 
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i 


14. 对 于 虚 变 量 的 函数 1 (+) 及 K,(z) 有 下 面 的 递 推 公式 ， 
ee 


To(xr)= 1 (x); 


epee Ca 


二) 


Ko(Cz)= -K(x). 
15. 在 虚 变 量 的 函数 工 (z) 和 K,(z) 间 成 立 着 关系 式 


三 、 球 函数 
满足 拉 普 拉 斯 方程 
Au 人 2 a0 
CQ Oy Ox 


的 多 项 式 称 为 调和 多 项 式 。 下 列 2n+ 1 个 n 次 多 项 式 


下 


| (zg (m = 0,1,.…,n), 


| (z+ ir cost+iy sin 1)"sin mt dt (m = 1,2,.…,n) 
都 是 调和 和 多项式, 并 且 它 们 构成 ， 次 调和 多 项 式 的 最 大 的 线性 无 关 组 。 
解 球体 区 域 拉 普 拉 斯 方程 时 用 分 离 变量 法 & = 下 (r)Y(0,9p) 得 函数 Y(9,g) 所 应 满足 的 方程 
1 9f. oY 1 oY 
A A 3 (sin 95) ”2 
此 方程 的 具有 二 阶 连续 偏 导数 的 有 界 解 称 为 球 函数 。 
1. 和 阶 的 互 异 的 球 函数 Y4" 共有 2n +1 个, 即 


元 cos mg| (cos 0 + 1 sin 6 cos tr)’ cos mr dr (m = 0,1,.…,n), 


元 sin mg| (cos 0+isingbcos r)"cos mrdr (m= J 


它们 的 线性 组 合 
Y,(0,p) = >) CA, cos mp + B,,,sin mp)P4 (cos 0) 
m 二 0 
也 是 球 函 数 ,其 中 
P'” (cos 0) = 去 | (cos 0 + i sin 0 cos r)"cos mr dr， 
或 写 为 
Per (rd a 
dx 
这 里 


ld a 
al) Dr rae 学 

称 为 勒 让 德 (Legendre) 多 项 式 , 它 是 方程 
(1-x)y -2ry +n(n+1)y=0 


在 区 间 (- 1,1) 上 的 解 。 而 P(” (zx) 则 是 方程 


和 [2) 空 ]: PO 
dr dr 1 了 
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在 区 间 ( 一 1,1) 上 的 有 界 解 ,其 中 A=n(n+1)。 
2. 与 不 同 的 4 值 相 对 应 的 球 函 数 在 球面 三 :(0 委 9p 委 2r,0 委 0 委 x) 上 正 交 , 而 22+1 个 7) 阶 的 球 函 数 


系 
Y= P, (cos 0)， 
Y, "=P, (cos 0)cos pg, Y= PW (cos 0)sin p， 
Y, ”= PY (cos 0)cos ng,， Y= PW (cos 0)sin ng 
在 此 球面 上 也 是 互相 正 交 的 。 此 球 函 数 系 1 Y,”} 是 完备 的 。 
3. 球 阴 数 是 方程 
Ao,ou + Au=0 


在 球面 5 上 (在 有 界 性 的 附加 条 件 下 ) 的 固有 隔 数 。 球 肾 数 系 !Y'” | 是 对 称 核 积 分 方程 
u(M) = A GCM,P) ul P)dS, 


的 所 有 线性 无 关 的 固有 消 数 的 集合 ,其 中 


、 1 YMmo 
G(M.,M,)= - 37log sin 一， 


而 yww 是 点 Mo(b on) 与 点 M(9,9) 之 间 的 角 距 离 。 


